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POVZETEK

Seznanimo se s popolnoma drugac¢nim pristopom k matemati¢ni analizi, kjer odsotnost
limit nadomescajo infinitezimali — kolicine, katerih kvadrat je enak ni¢. Obstoj taksnih
nilpotentnih kolicin nam zagotovi izklju¢itev zakona o izkljuceni tretji mozZnosti, saj
tedaj ni mogoce dokazati, da je nabor infinitezimalov trivialen. Uporaba geometrije nam
omogoca enostavne in intuitivne izpeljave, ki so na vsakem koraku strogo pravilne in
tocne. Izkaze se, da se konc¢ni rezultati celo ujemajo z rezultati, ki bi jih dobili z uposte-
vanjem pravil klasi¢cne analize.

Po pregledu osnovnih aksiomov gladkega sveta ter njihovih zanimivih posledic defini-
ramo odvod funkcije ene spremenljivke ter izrazimo odvode elementarnih funkcij. Ko ob-
delamo aksiom integracije oziroma obstoj dolocenega integrala ter z njim povezana prav-
ila se lotimo parcialnih odvodov in prakti¢ne uporabe odvoda ter integrala v geometriji,
kjer izpeljemo formule za doloéanje dolzin, plos¢in, povrsin in prostornin. Za zakljucek
spoznamo, kako nas iskanje stacionarnih tock privede do lomnega zakona in kako se
poisce enacbo veriznice, ter izpeljemo znani parcialni diferencialni enacbi — toplotno in
valovno enacbo.

ABSTRACT

We get acquainted with a completely different approach to mathematical analysis, where
the absence of limit is replaced by infinitesimals — quantities whose square is zero. The
existence of such nilpotent quantities is guaranteed by the failure of the law of excluded
middle. It can not be proved that the collection of infinitesimals is trivial. Intuitive use
of geometry allows us to derive theorems rigorously and it turns out that the final results
tally with the results that would be obtained using the classical analysis.

After reviewing the basic axioms of the smooth world and their consequences we define
derivative of a single-variable function and express derivatives of elementary functions.
We introduce the integration axiom or existence of definite integrals and associated rules,
we define partial derivatives and conclude with applications of the differential calculus
in smooth analysis to a range of traditional geometric and physical problems, such as
determination of areas, volumes, arc lengths and derivation of well-known partial differ-
ential equations — the heat and wave equations.

Math. Subj. Class. (2010): 03F55, 58A03, 35K05, 35L.05
Kljuc¢ne besede: infinitezimali, gladka analiza, toplotna enacba, valovna enacba
Keywords: infinitesimals, smooth analysis, heat equation, wave equation



INFINITEZIMALNA ANALIZA

1. UvoD

Ze od 17. stoletja fiziki pri svojem delu uporabljajo infinitezimalne postopke, ob ka-
terih molce predpostavijo, da je svet gladek oziroma da so preslikave dovoljkrat odvedljive.
Infinitezimalna analiza predstavlja odli¢no formalno podlago za intuicionisti¢no izpel-
javo rezultatov klasic¢ne fizike.

Infinitezimal je kolic¢ina, ki je manjSa od vsake kon¢ne koli¢ine in ne nujno nicelna.
V nasem primeru bodo to Stevila, ki so tako majhna, da lahko zanemarimo njihove
kvadrate in posledi¢no vse visje potence tako, da jih enostavno postavimo na nic.

1.1. Malo o zgodovini. Za zacetek si poglejmo pestro zgodovino uporabe infinitezi-
malov.

Infinitezimali so se pojavili Ze v delih gr§kega filozofa Demokrita, vendar jim je Ev-
doks onemogocil vklucitev v evklidsko matematiko. Nato so se ob koncu srednjega veka
ponovno pojavili v smislu necesa nedeljivega. Na veliko so jih zaceli uporabljali v 16. ter
17. stoletju, med uporabniki so se znasli tudi Kepler, Cavalieri in Barrow. S pomocjo
njih so med drugimi Ze dolocali ploscine likov, prostornine teles ter iskali tangente na
krivulje. Newton jih je poimenoval minljive koli¢ine in jih nato uporabil pri svoji analizi.
Sledila sta mu Se Leibniz in De 'Hospital, ki je avtor razprave, v kateri je omenil, da
lahko krivuljo obravnavamo, kot da je narejena iz neskon¢no drobnih daljic, in da lahko
enacimo dve kolicini, ¢e se razlikujeta za neskon¢no malo koli¢ino. Kasneje jih je Russell
opisal z besedami: nepotrebni, napacni in nasprotujejo sami sebi, zato so jih poimeno-
vali duhovi preminulih koli¢in. V drugi polovici 19. stoletja je koncept limite dokon¢no
izpodrinil infinitezimale iz matematike, ki jo poznamo danes.

V drugi polovici 20. stoletja so infinitezimali kon¢no dobili trdno podlago, ko je Abra-
ham Robinson, izhajajo¢ iz matemati¢ne logike, ustvaril t.i. nestandardno analizo, ki
omogoca vkljucitev Leibnizovih nedolocljivih infinitezimalov, zasnovanih predvsem kot
neskon¢no majhna, a nenicelna realna stevila, v sistem realnih $tevil brez krsenja ar-
itmeticnih pravil. Priblizno deset let kasneje se je na podlagi teorije kategorij razvila
gladka infinitezimalna analiza (krajse SIA), ki aksiomatsko vpelje nilpotentne infinitezi-
male in ki omogoca pristop k matematic¢ni analizi na nacin, kot so ga poznali matematiki
pred Cauchyjem in kot Se dandanes to po¢nejo fiziki in inZenirji. S pomocjo SIA je mogoce
nadomestiti zahtevno ocenjevanje, ki nastopa pri -6 limiti, s preprostimi algebrai¢nimi
manipulacijami.

2. GLADKA INFINITEZIMALNA ANALIZA

Infinitezimalna analiza je vzpostavljena s konstrukcijo matemati¢nega modela S, ki
zagotovi konsistenco predstavljene matematicne teorije. Matematicni model je struk-
tura doloc¢enega tipa. V konkretnem primeru je model S kategorija tipa topos, ki vsebuje
vse obicajne geometrijske objekte kot npr. premice in evklidske prostore ter gladke pres-
likave med njimi.

Ker se ne zelimo spuscati v teorijo kategorij, ki jo bi potrebovali za konstrukcijo takega
modela, si bomo v tem poglavju pogledali aksiomatski pristop in njegove posledice.

2.1. Logika. Predenj se dotaknemo aksiomov, se seznanimo z ustrezno logiko, ki nam
bo sluzila za podlago.

Grobo receno je matematicna logika nabor pravil, ki so dovoljena v definicijah, trditvah
in dokazih. V sploSnem lahko podamo pravila na veé naéinov. Ce bi zaéeli s teorijo
kategorij, bi imeli na voljo dva pristopa:

(1) Najprej bi definirali kategorijo, nato pa bi izpeljali pravila logike, ki veljajo v tej
kategoriji.
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(2) Najprej bi definirali pravila logike in Sele nato konstruirali kategorijo, ki jim
zadosca.

Zdi se, da je prvi nacin precej naraven in domac, saj bi definirali pomembnejSe lastnosti,
vse ostalo pa bi sledilo. Prav tako bi ugotovili, da ima poljubna kategorija tipa topos min-
imalen nabor logi¢nih pravil, ti. intuicionisti¢no logiko vi§jega reda, od koder zacnemo.

2.1.1. Aksiomi intuicionisticne logike. V intuicionisti¢ni logiki imamo sledece aksiome,
ki so zapisani s klasiénimi oznakami:

Q1) L=>¢

2) p=>T1

3) o= (x=0)

@ (p=(x=v))=(p=y)=(p=v)),
B) o= (x=(or))),

6) prx=¢inpnry=7y,

(N p=@vyiny=¢vy,

® (p=v)=((x=v)=(pvy=1v)),
) (p=yx)= ((¢p=-x)=-9),

(10) - = (¢ =y),

(11) (VxP(x))=P(2),

(12) P(t)= (F3xP(x)) in

(13) x=x1in (P(x)A(x=y)) = P(y).

Tu so ¢, y in v izjave, T resni¢na izjava, | neresni¢na izjava in P predikat v spremenljivki
x. Poleg tega imamo Se dve pravili sklepanja:

(1) Modus ponens: Iz ¢ in ¢ = y sledi y.
(2) Generalizacija: Iz ¢ = w(x) sledi ¢ = Vxy(x) in iz w(x) = ¢ sledi Jxy(x) = ¢,
kjer je x spremenljivka, ki se ne pojavi v ¢.

Omenimo Se, ¢e dodamo zakon o izkljuéeni tretji moznosti ¢ v -~¢ kot aksiom, dobimo
klasi¢no logiko. Ker je zakon dvojne negacije (-—¢) = ¢ ekvivalenten zakonu o izkljuéeni
tretji moznosti, tega zakona prav tako ne moremo uporabiti, kar predstavlja resno ome-
jitev tudi pri dokazovanju, kjer moramo biti Se posebno previdni.

Posledi¢no v intuicionisti¢ni logiki ne moremo dokazati izjave

(1) ~VxP(x)=Jx-P(x),

medtem ko obrat in razli¢ica -3x P(x) < Vx-P(x) veljata. Poleg tega obstajajo, v klasiéni
logiki sicer dokazljive trditve, katerih prav tako ne moremo dokazati s sredstvi intu-
icionisti¢ne logike. Med njimi je znan izrek o povprecni vrednosti, ki zahteva uporabo
izjave (1).

Kljub odsotnosti tega zakona klasicne logike, razvoj gladke infinitezimalne analize ni
oviran, saj je konstruktivisticne narave, kar pomeni, ce Zelimo dokazati obstoj resitve, jo
moramo skonstruirati ali jo kar podati.

2.2. Gladka premica. Osrednji objekt infinitezimalne analize je gladka premica R, ki
si jo lahko predstavljamo kot ravno homogeno premico. Objekt R sestoji iz tock, katere
ponavadi oznac¢imo z malimi ¢rkami iz zacetka ali iz konca angleske abecede. 1z poljub-
nih tock sestavljamo dele. Ce del A vsebuje tocko a ali tocka a pripada delu A, pisemo
acA. Ce del ne vsebuje tock, je prazen.

Vsaka tocka predstavlja tudi Stevilsko vrednost, tj. usmerjeno razdaljo od izhodisca.
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2.2.1. Aksiomi algebraicne strukture gladke premice R. Predpostavimo, da v 'R obstajata
tocki, ki ju oznac¢imo z 0 in 1 ter ju poimenujemo nic in enota.

Privzemimo, da je na R definirana operacija zrcaljenja preko izhodisca — tocke 0, ki jo
oznacimo z —. Operacija vsaki tocki a € R priredi tocko —a € R ter zadosca pogojema

-(-a)=a in -0=0.

Privzemimo, da je na R definirana operacija seStevanja, ki jo oznac¢imo s +. Operacija
vsakemu paru tock a, b € R priredi tocko a + b € R ter zados¢a pogojem

O+a=a, a-a=0, a+b=b+a in (a+b)+c=a+(b+c),

kjer z a — b ozna¢imo a + (-b). Privzemimo, da je na R definirana operacija mnozenja,
ki jo oznaéimo z -. Operacija vsakemu paru tock a, b € R priredi tocko a-b € R, kar raje
oznacimo z ab, ter zadosca pogojem

0-a=0, l-a=a, a-b=b-a, a-(b-c)=(a-d)-c,
a-(b+c)=a-b+a-c in (a#0)=>3al(a-a1=1),

kjer lahko z a/b oznaéimo ab~! in kjer je # relacija, ki jo bomo definirali v definiciji 2.1.
V splosnem iz ab =0, ne moremo sklepatinaa=0ali b =0.

Ce si zamislimo objekt R kot mnozico, dobi objekt z omenjenimi operacijami strukturo
komutativnega obsega. Prav tako pa omenimo, da je mogoce vse te operacije skonstru-
irati geometrijsko. Iz objekta R lahko tvorimo kartezi¢ni produkt R xR,...,R", kar je
mogoce, saj je S topos in torej zaprt za kartezi¢ni produkt. Tocke dobljenega objekta oz-
naéimo z velikimi érkami ali z n-tericami (a1,as,...,a,) € R", kjer so komponente a; € R.
Poljubni toéki A = (a1,a9,...,a,), B =(b1,bs,...,b,) € R" sovpadata, kar piSemo A = B,
cezavsaki=1,2,...,nveljaa; =b;.

2.2.2. Aksiomi urejenosti gladke premice R. Predpostavimo, da imamo na R definirano
relacijo urejenosti, ki jo oznac¢imo z <, kjer si lahko a < b predstavljamo v smislu, da je
tocka a strogo levo od tocke b, ter zadosca pogojem

(a<bab<c)=a<ec, a<b=>(a+c)<(b+c), (a<bal<c)=ac<bc,

1

(0<a)v(a<l), =(a<a), 0<a=0<a " in (a<b)=(a<cve<bd).

Vidimo, da relacija strogo lo¢i tocki 0 in 1, saj 0 < 1, in da v sploSnem ni res, da za poljubni
toc¢ki a,beR velja (a<b)Vv(a=b)Vv(b<a). Sedaj lahko definiramo relacijo razloénosti.

Definicija 2.1. Za poljubni tocki a, b € R definiramo relacijo # kot
atb<(a<b)v(b<a).
Hitro se lahko prepricamo, da za relacijo # velja

a+b=>b#a, a+b=a+cvc+b in =(a#*a).

Ce velja —-(a # b), pravimo, da sta to¢ki nerazlo¢ni. Zaradi odsotnosti zakona dvojne
negacije v sploSnem iz nerazlo¢nosti dveh tock ne moremo sklepati na njuno enakost,
vendar velja obrat. Prav tako ne moremo dokazati izjave —~(a=b) =a #b.

Trditev 2.2. Za poljubni toc¢ki a, b€ R velja a+b=-(a=>b).

Dokaz. Naj bo a # b in denimo, da velja a = b. Po irefleksivnosti relacije + velja -(a #a),
kjer upostevamo a = b, in dobimo —(a # b), kar je v nasprotju s predpostavko a # b. Il
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Naj {x € R;P(x)} oznacuje nabor vseh taksnih toc¢k iz R, ki zado$éajo lastnosti P.
Nabor {x € R;0<x} ozna¢imo s R" in privzemimo, da za poljubno to¢ko a € R* obstaja

taksna tocka b e R*, da velja a = b2. Tocko b te predpostavke oznaéimo tudi z a% oziroma
z \/a, kar poimenujemo kvadratni koren.

Definicija 2.3. Za poljubni tocki a, b € R definiramo relacijo < kot
a<b<-(b<a).

Sedaj lahko definiramo odprt interval kot (a,b) = {x € R;(a <x)A(x <b)} in zaprt
interval kot [a,b] ={xe€R; (e <x)A(x<b)}. Omenimo Se, da lahko piSemo b > a namesto
a<bin b >a namesto a <b.

2.2.3. Del A. Oznacimo z A nabor vseh taksnih toc¢k gladke premice R, za katere velja,
da je njihov kvadrat enak 0, oziroma krajse A = {¢ € R;€? = 0}. Del A poimenujemo
mikrookolica (tocke 0) in vsebuje tocke, ki jih ponavadi oznac¢imo z malimi ¢rkami grske
abecede ¢, (, 7, ... in ki jih poimenujemo infinitezimali oziroma mikrokolicine.

Definicija 2.4. Del A objekta R je stabilen za pristevanje mikrokoli¢in oziroma mikrosta-
bilen, ¢e za vsak a € A in za vsak € € A velja a+¢€ € A. Dve tocki a, b € R sta sosednji, de se
razlikujeta za mikrokoli¢ino oziroma ¢e a —b € A.

O¢itno je relacija sosednosti refeksivna, saj je 0 € A, ter simetriéna, saj (b-a)?=(-(a-
b))2=(a-0b)?, vendar ni tranzitivna, kar bomo dokazali v trditvi 2.14.

Trditev 2.5. Naj bo € € A poljubna mikrokolicina. Tedaj velja
(1) ~(e<0v0<e),
(2) e<0A0<eg,
(3) za vsak a € R velja ac €,
4) 0<a=0<a+e¢in
(5) [a,b]=[a+¢€,b+(], kjer sta a,beR in { € A poljubni.

Dokaz. Dokazali bomo veljavnost tock (1), (2) in (4). Naj bo € € A. (1) Denimo, da velja
e<0vO0<e. Ce velja € < 0, potem po aksiomu aditivnosti sledi 0 < —€ in po mnoZenju
0 < €2 =0, kar po aksiomu irefleksivnosti relacije ni res. Primer 0 < ¢ dokaZemo podobno.
(2) Pokazali bomo ¢ <0 in 0 < ¢, kar po definiciji relacije < pomeni -(0< ¢) in =(& <0).
Po tocki (1) vemo, da trditvi € <0 in 0 < € krsita predpostavko o definiciji dela A, zato sta
obe trditvi neresnici, torej je njuna negacija pravilna trditev. (4) Naj bo 0 < a. Tedaj po
linearnosti velja 0 < a +eVva +¢€ <a. Prva neenakost je za nas ugodna, medtem ko nas
druga neenakost vodi v protislovje s tocko (1). U

V dokazu tock (1) in (4) nismo uporabili zakona dvojne negacije, ampak smo dokazali,
da je izjava neresnicna, kar storimo tako, da izjavo predpostavimo in iz nje izpeljemo
neresnico.

Posledica 2.6. Interval [a,b] je mikrostabilen.

2.2.4. Temeljni aksiomi infinitezimalne analize. Najprej se seznanimo s pojmom funkcije
oziroma preslikave med dvema objektoma iz S.

Funkecija je predpis, ki vsaki tocki iz domene priredi natanko doloceno tocko iz kodomene.
Za oznacevanje funkcij uporabimo obicajen zapis f : X — Y, ki oznacuje funkcijo f defini-
rano na domeni X z vrednostmi v kodomeni Y. Z YX oznaéimo prostor vseh funkcij iz X
vY. Ce so domena, kodomena in slike f(x) funkcije f znane, lahko piSemo tudi x ~ f(x)
oziroma y = f (x).

Iz poljubnih dveh funkcij f, g: A - R lahko dobimo novi funkciji f + g, definirano kot
x+—f(x)+g(x),in fg, definirano kot x — f(x)g(x).




INFINITEZIMALNA ANALIZA

Preko relacije sosednosti definiramo zveznost funkcije.

Definicija 2.7. Funkcija f : R >R je zvezna, deiza,beRina-beAsledi f(a)-f(b)eA
oziroma Ce slika sosednji to¢ki v sosednyji tocki.

Naj bo I enak R ali poljubnemu zaprtemu intervalu. Tedaj funkcija f : I -~ R doloca
krivuljo y = f(x), katero enaéimo z njenim grafom, kar je nabor tock oblike (x,f(x)) v
RxR.

Za poljubno krivuljo, ki je dolocena s funkcijo iz R v ‘R, bi radi, da bi veljalo nacelo
mikroravnosti, ki zagotavlja, da je krivulja y = f (x) v mikrosegmentu, tj. v dovolj majhni
okolici, vsake svoje to¢ke ravna. Brez $kode za splo$nost izberimo tocko (0,7 (0)), sicer
naredimo premik g(y) = f(x+y), okoli katere bi Zeleli imeti mikrosegment N, ki se
ujema s tangento v tej tocki. V primeru, da je f(x) = a,x" +--- +agx? +a1x +ag polinom,
pogledamo N kot sliko A preko funkcije f. Tedaj velja f(¢) =a1e+a za poljuben € € A in
(e,f(€)) lezi na tangenti na krivuljo v tocki (0, f(0)).

V primeru, ko f ni polinom, moramo to nacelo predpostaviti, a Ze zadostuje zozitev
f|a funkcije f na A. Tedaj postane graf funkcije f|n kos ravne premice skozi tocko
(0,7(0)) oziroma funkcija f|a je afina. To predpostavko zapakiramo v aksiom mikroafi-
nosti oziroma aksiom Kock-Lawvere.

Aksiom 2.8 (Aksiom mikroafinosti). Za vsak f € R2 obstaja enoli¢na tocka b € R, da za
vsak € € Avelja f(€)=f(0)+be.

Aksiom mikroafinosti skupaj z intuicionisti¢no logiko naredi infinitezimalno analizo
drugacno od klasi¢ne. Sedaj lahko mikrookolico A transliramo in rotiramo, kar nam
omogoca, da jo lahko postavimo na poljubno tocko poljubne krivulje, kjer se bo ujemala s
tangentnim vektorjem. Poglejmo Se ostale posledice.

Posledica 2.9. Med objektoma R xR in R2 obstaja bijektivna preslikava ®. Ce si zamis-
limo objekta kot kolobarja, kjer sta operaciji + in - definirani na R xR kot (a,b)+(c,d) =
(a+c,b+d) in (a,b)-(c,d) = (ac,bc+ad) ter na R? kot (f +g)(e) = f(e)+g(e) in
(f-g)(e)=f(e)-g(e), potem je ® celo izomorfizem kolobarjev z enoto.

Dokaz. Naj bosta a, b € R poljubni tocki. Tedaj definiramo @, 4 : A - R kot @, (¢) =
a +be. Iskana bijekcija je ®: (a,b) —» Dy p. O

Posledica 2.10. Vsaka funkcija f 'R - R je zvezna.

Dokaz. Vzemimo poljubno funkcijo f in poljubni sosednji tocki x in y iz K. Tedaj po
sosednosti velja y = x+¢ za nek € € A. Definirajmo g(¢) = f (x+¢) in poglejmo razliko f(y)-
f(x)=Ff(x+e)-f(x)=g(e)-g(0)=(g(0)+be)—g(0) =be-0, kar je oitno mikrokoli¢ina,
in funkcija f je zvezna. 4

Naslednja posledica aksioma je tako uporabna, da si zasluzi svoj izrek.

Izrek 2.11 (Naéelo mikrokrajsanja). Naj bosta a, b € R poljubni toéki. Ce za vsak € € A
velja ae = be, potem velja a =b. V posebnem primeru, ¢e za vsak € € A velja ae =0, potem
a=0.

Dokaz. Najza vsak € € A velja ae = be. Definirajmo funkcijo f : A > R kot f(¢) =ae. Tedaj
velja tudi f(¢) = be. Sledi a = b po enoli¢nosti, ki jo zagotavlja aksiom mikroafinosti za
funkcijo f. Ul

Z uporabo nacela si zagotovimo, da mikrokoli¢ine niso zajete v konc¢nih rezultatih.
Zapomniti si velja, da je krajSanje mikrokoli¢in pri ae = be dovoljeno le, kadar to velja za
vsak € € A. Seveda ni dovolj, ce enakost velja zgolj za kak € € A, namrec pri € = 0 sta lahko
a in b cisto poljubni tocki.
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Naslednji izrek zagotavlja obstoj nenic¢elnih mikrokolicin, kar je klju¢nega pomena pri
infinitezimalni analizi.

Izrek 2.12. Sledece izjave so resnicne.

(1) Interval [0,0] vsebuje vse tocke iz A, kar oznaéimo z A< [0,0].
(2) Tocka 0 ni edina tocka v A oziroma -(A={xeR;x=0}).

(3) Poljubna tocka iz A je nerazloéna od toc¢ke 0 oziroma —(& +0).
(4) Ni res, da za vsak € € A velja (e=0) Vv (e+0).

Dokaz. (1) V trditvi 2.5 smo Ze pokazali, da za tocke iz A velja 0 < ¢ in € <0, kar je po
definiciji interval [0,0]. (2) Denimo sedaj, da je A ={x € R;x =0}, in vzemimo funkcijo
f: A > R definirano kot f(¢) = €. Po aksiomu mikroafinosti velja f(0) = £(0) + b0 tako
za b =0 kot tudi za b = 1. Ker smo privzeli -(0 = 1), nimamo enoli¢nosti tocke b, ki jo
zagotavlja aksiom mikroafinosti. (3) Za poljuben ¢ € A vemo, da velja €2 = 0. Denimo, da
velja € £ 0. Tedaj obstaja £, da velja ee1 = 1. Pisimo 0=0e 1 =e2¢7 1 =gee1 = ¢, kar je
v nasprotju s predpostavko ¢ # 0. (4) Denimo, da za vsak € € A velja (¢=0) v (e +0). Po
pravkar dokazanem za poljuben € ne velja € # 0, zato mora za vsak € € A veljati € =0, kar
pa je po tocki (2) neresnicno. Torej predpostavka ne velja in izrek je dokazan. U

Lema 2.13. Ni res, da za vsaki tocki €, { € A velja €{ = 0.

Dokaz. Denimo, da za vsaki tocki €, € A velja €{ = 0 in pisSimo & = 0{. Po nacelu
mikrokrajsanja za { dobimo, da za vsak € € A velja € =0, kar pa po prejSnem izreku
ne velja. Ul

Trditev 2.14. Relacija sosednosti ni tranzitivna.

Dokaz. Naj bosta €, { € A poljubni mikrokolic¢ini in vzemimo tocke a =0, b=¢inc=¢e+(.
Ocitno sta tocki a in b ter b in ¢ sosednji. Po definiciji sta tocki a in ¢ sosednji, ce velja
a-c €A, kar je enakovredno (a—c)?=0. Pisimo (a—c)2=(e+{)%2=¢€2+2e{ + (% =2¢(, kar
po lemi 2.13 ni nujno enako 0. Uporabimo obrat izjave (1) in trditev je dokazana. U

Trditev 2.15. Del A ni mikrostabilen.
Dokaz. Dokazujemo po definiciji mikrostabilnosti. Vzemimo poljubni mikrokolicini €, { €

A in Zelimo €+ € A. Pisimo (&+{)2% = €2+ 2¢e{ + {2 = 2¢{, kar po lemi 2.13 ni nujno enako
0. Torej A ni mikrostabilen. O

Trditev 2.16. Ni res, da za vsaki tocki x,y € R, ki zadoscéata pogoju x2+ y2 = 0, velja
x2=0.

Dokaz. Vzemimo x = (e+{)2in y = (¢ -{)?, kjer sta ¢, { € A poljubni to¢ki. Pi§imo x2 + y2 =
e2+2e0+(2+62-2e(+(%2=01in x2 = 2+ 2e( + {2 = 2¢(, kar po lemi 2.13 ni nujno enako 0.
Uporabimo obrat izjave (1) in trditev je dokazana. U

Definicija 2.17. Funkcija [ : A - R je konstantna (na A), ée za vsaki tocki x,y € A velja
f(x)=£(y).
Od sedaj naprej privzemimo, da je A poljuben mikrostabilen del.

Aksiom 2.18 (Nacelo konstantne preslikave). Naj bo f € R4 funkcija. Ce za vsak x € A
in za vsak € € A velja f(x+¢) = f(x), potem za vsaki tocki x,y € A velja f(x) =f(y).

Aksiom pove, Ce je funkcija f na mikrosegmentu vsake svoje tocke konstantna, potem
je funkcija konstantna na A.

Definicija 2.19. Topos S je model za infinitezimalno analizo, ¢e v njem lahko interpre-
tiramo intuicionisticno logiko in gladko premico R skupaj z aksiomi iz razdelkov 2.2.1—
2.2.4.
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3. FUNKCIJE ENE SPREMENLJIVKE

V tem poglavju si bomo ogledali osnovni dve operaciji, ki delujeta na funkcijah, ele-
mentarne funkcije ter izpeljali njihove odvode.

3.1. Odvod. Zac¢nimo z dolo¢anjem odvoda poljubne funkcije f : R - R.

Za izbran x € R definirajmo pomoZno funkcijo g, : A > R kot g,(¢) = f(x +¢). Funkcija
g je dobro definirana, saj je gladka premica R mikrostabilna. Po aksiomu mikroafinosti
za funkcijo g, obstaja enoli¢na tocka b,, da za vsak € € A velja

(2) flx+e)=gx(e)=8x(0)+bye=f(x)+bye.
Vidimo, da zgornji predpis vsaki tocki x € R priredi natanko dolo¢eno tocko b, € R, kar
doloca funkcijo, ki jo oznac¢imo z [’ in ki jo poimenujemo odvod funkcije f. Torej velja
f'(x) = by in enacba (2) postane

fla+e)=f(x)+f'(x)e,
kjer sta x € R in € € A poljubni to¢ki. To je temeljna enacba odvoda v S.

Ker je funkcija f’ definirana na R, kamor tudi slika, lahko zanjo po zgornjem postopku
konstruiramo f’' in iterativno Se vse vi§je odvode. Velja namre¢ rekurzivna formula
fFr-D(x+e) = Fr-(x) + f(®)(x)e, kjer f(*) pomeni n-ti odvod funkcije f. Sledi, da je
mogoce funkcijo f poljubno mnogokrat odvajati oziroma je gladka. Analogno vpeljemo
odvod tudi za funkcije, ki so definirane na poljubnem mikrostabilnem delu A, npr. na
zaprtem intervalu, kar je v klasi¢ni analizi mogoce le z uporabo (nepravih) levih in desnih
odvodov.

Definicija odvoda nam skupaj z nacelom mikrokrajSanja omogoca algebraicen nacin
izpeljave odvodov.

Trditev 3.1 (Pravilo za odvod vsote). Naj bosta f, g: A — R poljubni funkciji. Tedaj za
odvod funkcije f + g velja (f+g) =f'+g.

Dokaz. Naj bosta x € R in € € A poljubni toc¢ki. Po definiciji odvoda velja
(f+8)(x+e)=(f+g)(x)=(f+g) (x)e
ter po definiciji vsote funkcij
(f+g)(x+e)-(f+g)(x)=(f(x+e)+g(x+e)) - (f(x) +g(x))
=f'(x)e+g'(x)e.
Ker to velja za vsak ¢, lahko uporabimo naéelo mikrokraj$anja in dobimo (f +g)'(x) =
f'(x)+g'(x). O
Trditev 3.2 (Pravilo za odvod produkta). Naj bosta f, g: A - R poljubni funkciji. Tedaj
za odvod funkcije f g velja (fg)' =f'g+fg.
Dokaz. Naj bosta x € R in € € A poljubni tocki. Po eni strani imamo
(fg)(x+e)=(fg)(x)+(fg) (x)e
in po drugi (fg)(x+e)=f(x+¢e)g(x+€)=(f(x)+f'(x)e)(g(x) +g'(x)e), kar zmnozimo
in, ko upostevamo &2 = 0, dobimo
(Fg)(x)+(f'(x)g(x)+f(x)g(x))e.
Po nacelu mikrokraj$anja sledi (fg)'(x) =f"(x)g(x) + f(x)g'(x). O
Posledica 3.3. Naj bo g: A — R taka funkcija, da za vsak x € A velja g(x) +0. Tedaj

lahko za poljubno funkcijo f : A - R definiramo funkcijo f /g kot x — f(x)/g(x) in velja
(flg)=(f'g-fg")]g>

10
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Dokaz. Podobno kot prej. Ul

Enostavno je videti, da lahko s pomo¢jo odvoda izrazimo nacelo konstantne preslikave
v ekvivalentni obliki, ki se glasi: Funkcija f : A - R je konstantna, ¢e za vsak x € A
velja f'(x) =0. Neposredno sledi, da se funkciji z enakim odvodom razlikujeta za najveé
konstanto.

Trditev 3.4. Ce je  : A - R konstantna funkcija, potem za vsak x € A velja f'(x) = 0.
Dokaz. Enakost 0Oce=0=c—c=f(x+¢)—f(x)=f'(x)e mikrokraj$samo. O

Posledica 3.5. Naj bo f: A - R poljubna funkcija in c € R. Tedaj za odvod funkcije cf
velja (cf) =cf".

Nacelo konstantne preslikave ima tudi presenetljivo posledico, katero zapiSemo v sledeci
izrek.

Definicija 3.6. Del U je razdruzljiv del gladke premice R, ée je za poljuben x € R res, da
bodisi x €U bodisi —~(x€U).

Izrek 3.7. Edina razdruzljiva dela gladke premice R sta 'R in prazen del.

Dokaz. Najbo U razdruzljiv del gladke premice R. Tedaj na domeni R definirano funkcijo
fkot f(x)=1,¢éexecU,in f(x)=0, ée =(x€U). Naj bosta x € R in € € A poljubni tocki.
Tedaj imamo 4 razliéne moznosti:

(1) f(x)=0in f(x+€)=0

(2) f(x)=0in f(x+¢€)=1

3) f(x)=1in f(x+€)=0

4) f(x)=1in f(x+¢€)=1
Ker je funkcija f po posledici 2.10 zvezna in ker sta tocki x + € ter x sosednji, izklju¢imo
drugo in tretjo moznost. Iz prve in etrte moznosti dobimo f(x) = f(x+¢). Ker to velja
za vsak x € R in za vsak € € A, je po nacelu konstantne preslikave funkcija f konstantna,

torej za vsak x € R velja f(x) =0 ali f(x) =1. V prvem primeru je U prazen del, v drugem
paje U kar R. Il

Gladka premica R torej ne more na kakrSen koli nacin razpasti na dva disjunktna
neprazna dela. Analogno pokazemo, da to velja tudi za vsak mikrostabilen del A.

3.1.1. Odvodi elementarnih funkcij.

Trditev 3.8. Naj bo k poljubno naravno $tevilo in f(x) = x*. Tedaj je f'(x) = kx*~1.
Dokaz. Kerje f(x+€)=(x+e)k =xf +kak e+ -+ kxek 1 +ek = xk + kak~le, velja f(x+é€) -
f(x)=kxF1le=f'(x)e in zato f/(x) = kx*1. O

Zgornja trditev je veljavna tudi za Stevila k&, kjer je —k naravno Stevilo. Namrec, ¢e na
enacbi 1 =x*x* uporabimo pravilo za odvod produkta, dobimo 0 = —kx~*~1xk + x~% (x*)’
oziroma (x*)" = kx~k~1xkxk = pak-1,

Posledica 3.9. Za odvod polinoma f(x) = apx™*+a,-1x" 1+ +agx?

napx” 1+ (n-1)a,-1x6" 2+ +2asx+aj.

+a1x+ag velja f'(x) =

Dokaz. Uporabimo zadnji dve trditvi in pravilo za odvod vsote. Ul

Definirajmo kompozitum funkcij in spoznajmo pomembno pravilo za odvod kompozi-
tuma.

Definicija 3.10. Kompozitum poljubnih dveh funkcij f :B - R in g: A — B je funkcija
fog:A— R definirana s predpisom x — f(g(x)).

11
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Trditev 3.11 (Verizno pravilo). Za odvod kompozituma f o g velja (fog)' =(f"og)g’.
Dokaz. Po temeljni enacbi odvoda imamo
(fog)(x+e)—(fog)(x)=(fog) (x)e
in po definiciji kompozituma
(fog)(x+e)-(fog)(x)=f(g(x+£))-f(g(x))
=f(g(x)+g'(x)e) - f(g(x)) =f"(g(x))g" (x)e,
saj je g'(x)e € A. Po mikrokraj$anju dobimo (fog)'(x)=(f"og)(x)g'(x). d
Posledica 3.12 (Pravilo za odvod inverzne funkcije). Naj za funkcijo f : A1 - Ag obstaja
inverz, tj. taka funkcija g:Ag — A1, da za vsak x € A1 in vsak y € Ay velja g(f(x))=xin
f(g(y))=y. Tedaj funkciji f" in g’ povezujeta zvezi (f'og)g'=1in (g'of)f' =1
Dokaz. Na predpostavkah (gof)=id in (f o g) =id, kjer je id(x) = x, uporabimo verizno
pravilo. O

Sedaj vzemimo funkcijo f s predpisom x — \/x, kjer je \/x tocka z lastnostmi, katere
smo privzeli pri aksiomih urejenosti in iz katerih sledi, da je funkcija definirana na R*,
kamor tudi slika. Ker je R* po trditvi 2.5 mikrostabilen, lahko definiramo odvod funkcije
f. Ce si pomagamo s pravilom za odvod inverzne funkcije g(x) = x2, dobimo f’(x) =

1/(2v/x).

Privzemimo prisotnost funkcij
sin:R->R in cos:R->R,
ki ju poimenujemo sinus in kosinus in ki zadoscata lastnostim
3) sin(0)=0, cos(0)=1, sin(x)%+cos(x)?=1,
4) sin(x +y) =sin(x)cos(y) +cos(x) sin(y) in
cos(x+y) =cos(x)cos(y) —sin(x) sin(y),

ter velja a = ccos(x) in b = ¢sin(x), kjer sta a in b dolzini katet in ¢ dolZzina hipotenuze
pravokotnega trikotnika in x velikost kota v radianih.

A,

SLIKA 1. Dolocanje sin(¢)

Vzemimo poljuben € € A in si poglejmo kroznico z enotskim polmerom in lok, ki pripada
kotu velikosti 2¢. Ker je velikost kota definirana z dolzino loka na enotski kroznici, je lok
AB, dolzine 2¢, po aksiomu mikroafinosti raven ter posledi¢no sovpada z daljico AB, ki
ima dolZino 2sin(¢). Torej velja sin(e) = €. Poleg tega dobimo iz lastnosti (3) Se

2

1=sin(g)? +cos(e)? = €2 + cos(&)? = cos(&)? oziroma cos(g) = 1.

12
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Sedaj lahko s pomo¢jo adicijskega pravila (4) dolo¢imo odvod funkcije sin. Pisimo sin(x)+
sin’(x)e = sin(x + €) = sin(x) cos(&) + cos(x) sin(¢) = sin(x) + cos(x)e. Po mikrokraj$anju
sledi

sin’(x) = cos(x).

Podobno pokaZzemo cos’(x) = —sin(x).
Privzemimo Se prisotnost funkcije exp : R — R, ki jo poimenujemo eksponentna funkcija
in ki za vsak x € R zadosca lastnostim

exp(x) >0, exp’(x)=exp(x) in exp(0)=1.
Trditev 3.13. Za funkcijo exp in poljubni x, y € R velja exp(x+y) = exp(x)exp(y).
Dokaz. Ce odvajamo funkcijo f : x ~ exp(x + y)/exp(x) po pravilu za kvocient, dobimo
(exp’(x +y) exp(x) ~exp(x +y) exp’ (x))/ exp(x)* = 0.

Ker slednje velja za poljuben x € R, po nacelu Vkonstantne preslikave obstaja tak c € R,
da za vsak x € R velja exp(x+y)/exp(x) = c. Ce sedaj vzamemo x = 0, mora veljati ¢ =
exp(0+y)/exp(0) =exp(y). Od tod sledi exp(x +y) = exp(x) exp(y). O

Posledica 3.14. Za vsak x € R velja exp(—x) =1/ exp(x).

Dokaz. Pisimo 1=exp(0) =exp(x—x) =exp(x+(—x)) =exp(x)exp(—x), kar pomnozimo z
1/exp(x). O

Trditev 3.15. Naj bosta a € Rin b € R* poljubni toc¢ki. Funkcija u : x — bexp(ax) je edina
funkcija, za katero velja u(0)=b, u'(x) =au(x) in u(x) >0.

Dokaz. Denimo, da obstaja Se kaksna funkcija v, ki ustreza tem lastnostim, in si pogle-
jmo odvod kvocienta ter vrednost kvocienta v tocki 0.

uy' o u(x)v(x)-v'(x)u(x) u(0) b
(;) (x) = v(x)? =0 W_E_l

Po nacelu konstantne preslikave za vsak x € R velja v(x) = u(x). O

V nadaljevanju si poglejmo stacionarne toc¢ke funkcij in uporabo odvoda za dolocevanje
le-teh.

3.1.2. Stacionarne toc¢ke. Zactnimo z definicijo stacionarne tocke.

Definicija 3.16. To¢ka a € R je stacionarna tocka dane funkcije f : R - R, ¢e za vsak
ecAvelja f(a+e)=f(a).

Trditev 3.17. Toc¢ka a € R je stacionarna tocka funkcije f : R - R natanko tedaj, ko je
f'(@)=0.

Dokaz. Naj bo a stacionarna toc¢ka funkcije f. Tedaj za vsak € € A velja f(a+¢) =f(a).
Ce uporabimo temeljno enaébo odvoda, dobimo f(a) = f(a+¢) = f(a) + f'(a)e, iz Cesar
sledi f/(a) =0. Dokazimo $e obrat. Naj bo f’(a) =0 in vemo, da za vsak € € A velja

fx+e)=f(a)+f"(a)e=f(a) u

Vidimo, da se zadosten in potreben pogoj za stacionarno tocko ujema z rezultatom
klasi¢ne analize.

13
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3.2. Integral. Na zacetku spoznajmo aksiom, ki poljubni funkciji f:[0,1] » R priredi
funkcijo g:[0,1] —» R, katere odvod je f.

Aksiom 3.18 (Aksiom integracije). Za vsako funkcijo f : [0,1] — R obstaja enoli¢na
funkcija g:[0,1] > R, da velja g’ = f ter g(0) =0.

Po navadi piSemo fox f(t)dt namesto g(x), kar poimenujemo dolo¢eni integral funkcije
f.

Izrek 3.19 (Fundamentalni izrek analize). Naj bo f : A - R poljubna funkcija. Naj za
poljuben x € A predstavlja P(x) ploséino obmodja, ki je omejeno s krivuljo, ki jo doloda
funkcija f, z x-osjo, tj. y =0, ter s premicama z abcisama a in x, ki sta vzporedni k y-osi,
in kjer plos¢ino obravnavamo kot vsoto ploscéin tankih cetverokotnikov ABED (glej sliko
2). Tedaj za funkcijo P : x — P(x), ki jo poimenujemo funkcija ploiéine funkcije f, velja
zveza P'(x) = f(x).

Dokaz. Naj bo dana funkcija f: A — R in denimo, da za funkcijo plos¢ine funkcije f velja
temeljna enacba odvoda. Ko se premaknimo za poljubno mikrokoli¢ino € € A, dobimo

: Ao B
a X X+E€

SLIKA 2. Sprememba plos¢ine pod grafom

(5) P(x+¢e)-P(x)=P'(x)e.
Iz slike 2 je razvidno, da velja tudi
(6) P(x+e)-P(x)=0+v,

kjer je O ploscina pravokotnika A, B,C,D in v ploscina obmocja C, D, E. Po aksiomu
mikroafinosti je lok DE raven, zato je obmocje C, D, E resni¢no pravokotni trikotnik
z osnovnico dolzine ¢ in visino f/(x)e, torej imamo v = 2f/(x)e? = 0. Otitno velja Se
0= f(x)e. Ko zdruzimo enacbi (5) in (6), dobimo P’(x)e = f(x)e. Ker je € € A poljubna
mikrokoli¢ina, uporabimo mikrokrajsanje in dobimo iskano zvezo. U

Omenimo Se, da je plo$¢ina spremenjenega obmocja neodvisna od delitve na pravokot-
nik in trikotnik. Namre¢, ¢e bi izbrali pravokotnik visine f(x+¢€), bi dobili f(x+¢€)e =
(f(x)+f'(x)e)e = f(x)e, kar je enako ploséini O iz dokaza.

Trditev 3.20. Naj bosta f, g :[0,1] > R funkciji in ¢ € R. Tedaj za dolodeni integral
veljajo enakosti

o [y f+gdt= [, fdt+ [, gdt,

o [ycfdt=c [, fdt,

o S fdt=F{2)-£(0) in

o [o f'lgdt=F(x)g(x)-f(0)g(0)- [, fg'dt (integracija po delih).

14
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Vecina dokazov tega razdelka temelji na nacelu konstantne preslikave, ki jo uporabimo
na odvodu razlike leve in desne strani enakosti. Nato pa z izbiro poljubne tocke dolo¢imo
konstanto.

Dokaz. Dokazimo le zadnji dve to¢ki. Poglejmo si odvod funkcije A : x — fox frde-(f(x)-
£(0)). Po definiciji doloéenega integrala dobimo A/(x) = f'(x)—f'(x) + (f(0))" = 0, kar
velja za poljuben x, torej je funkcija ~ konstantna na [0,1]. Ko vzamemo x = 0, dobimo
R(0) = 0. Ko odvajamo funkeijo h(x) = [, f'gdt—(f(x)g(x)-g(0)f(0)- [y fg'dt), dobimo
h(x)=Ff"(x)g(x)-(f(x)g(x))+(f(0)g(0)) +f(x)g’(x) =0, kjer smo upostevali pravilo
za odvod produkta. Sledi zakljucek kot zgoraj. ]

Pojem dolocenega integrala bi radi razsirili na poljuben interval. Dokazimo sledeco
lemo, ki jo bomo kasneje uporabili pri dokazu.
Lema 3.21 (Hadamard). Za f : [a,b] - R in poljubni tocki x, y € [a,b] velja f(y)—f(x) =
(y-x) fo f'(x+t(y-x))dt.
Dokaz. Za dani tocki x, y € [a,b] definirajmo funkcijo 4 :[0,1] - [a,b] kot h(¢) =x+t(y -
. . 1
). Velja h!(#) =y=xin £ (3)~f (x) = F (h(1)=F (a(0)) = [ (Foh)'(2) e = Jy (') (1) (v~
x)di=(y-x) [y f(x+t(y—x))(¢)dt. O
Trditev 3.22. Za vsako funkcijo f :[a,b] -~ R obstaja enoli¢na funkcija g :[a,b] >R, da
velja g’ = f ter g(a) =0.
Dokaz. Enoli¢nost funkcije g sledi iz Hadamardove leme. Namrec, ¢e imamo dve funkeiji
g11in gg, definiramo njuno razliko = g1—g9 in velja A’ = f - f. Tedaj za poljuben x € [a,b ]
velja
1 1
h(x)-h(a) = (x—a)fo h'(a+t(x—a))dt=(x—a) fo 0d¢=0.

Obstoj funkcije g zagotovimo tako, da jo definiramo kot
1
2(x) = (x-a) /O fla+t(x—a))dr.

Otitno velja g(a) =0 in g'(x) = [y f(a+t(x—a))dt+(x—a)(f; f(a+t(x-a))dt), kjer
zadnji integral vsebuje parameter x. Odvod tega integrala je po trditvi 4.4, ki jo bomo
dokazali kasneje, enak f01 tf'(a+t(x—a))dt. Sedaj fiksirajmo x, definirajmo A(t) =a+
t(x—a) in integrirajmo odvod integrala s parametrom po delih, torej

)= [ reacs [ @@= [ ra)ars [Cirony@ar-

' t=1 1
:fo f(h(t))dt+[t(foh)(t)]tzo—fo (F(h(2))dt =

=[t(foh)(t)]iZ5=1f(x) - 0f (a) = f (x).
]

Tudi tokrat namesto g(x) piSemo |, ax f(¢)d¢ in veljajo podobna pravila kot v trditvi
3.20, ki jih navedemo brez dokaza.

Trditev 3.23. Naj bosta f,g:[a,b] > R funkciji in ¢ € R. Tedaj za doloceni integral
veljajo enakosti

o [“f+gdt=[ fdt+ [ gdt,

o [Fefdt=c /[ fadt,

o [ frae=£(x)-f(a) in

o [Fflgdt=Ff(x)g(x)-f(a)g(a)- [ fg'dt (integracija po delih).
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Za zakljucek razdelka si poglejmo Se pravilo zamenjave spremenljivk.

Trditev 3.24. Naj bo a<b, c<d, h:[a,b] > [c,d] tak$na naraséajoéa funkcija, da velja
h(a)=c ter h(b)=d, in f:[c,d] ~R. Tedaj velja [ f(t)dt= [ f(h(t))h'(¢)dt.

Dokaz. Ce definiramo funkciji f1(x) = fch(x)f(t) dt in fo(x) = [ f(R(¢))R/(¢)dt ter ju
odvajamo, vidimo, da imata obe funkciji enak odvod in velja f1(a) =0 = fao(a). O

4. FUNKCIJE VEC SPREMENLJIVK
V tem poglavju bomo razsirili pojem odvoda na funkcije z ve¢ spremenljivkami.

4.1. Parcialni odvod. Zacnimo z definicijo parcialnega odvoda poljubne funkcije f :
R" - R.
Za izbran (x1,x9,...,%,) € R" in za vsak i = 1,2,...,n definirajmo pomozno funkcijo
gi:A—-R kot
gi(e) = f(xl,...,xi_l,xi +8,xi+1,...,xn).
Po aksiomu mikroafinosti obstaja enoli¢na tocka b; € R, da za vsak € € A velja

f(xl,...,xi_l,xi +€,xi+1,...,xn) :gi(s) :gi(O) +bi£ = f(xl,xg,...,xn) +bi€.

Funkcijo, ki vsaki n-terici (x1,%g,...,%x,) € R™ priredi totko b; po zgornjem predpisu, oz-
nacimo z % in jo poimenujemo i-ti parcialni odvod funkcije f. Torej velja

(7) F(x1,. 0, Xi-1,% + €,%i41,5---,%n ) = [ (%1,%2,...,%,) + (21,%2,---,%n )E.

l

Ce je f funkcija spremenljivk x, y, z, ..., kjer je x1 =x, x9 =y, ..., ponavadi za 67’1 pisemo

fx, za % fy, .... Postopek konstruiranja parcialnih odvodov ponavljamo, da pridobimo

Pf  8f

vi§je parcialne odvode 5 =, Froi
1UX; i

.., kar lahko zapiSemo krajse fu,x;, fxx;» -+

Trditev 4.1 (Verizno pravilo). Naj bo funkcija f : R? - R definirana s predpisom f(x,y) =
g(u(x,v),v(x,y)), kjer so g,u,v:R? - R funkcije. Tedaj velja fy = g ux+8,Vx in analogno
za ostalo spremenljivko y.

Dokaz. Naj bo € € A poljubna mikrokoli¢ina. PiSimo
fx(x,y)e=f(x+e,y)-f(x,y)
=g(u(x+e,y),v(x+6,y)) - f(x,5)
=8(u(x,y) +ux(x,y)e,v(x+€,5)) - f(x,y)
=g(u(x,y),v(x+e,y))+gu(ulx,y),v(x+e,y))ug(x,y)e-f(x,y)

= (gv(u(x,),v(x,5))vx(x,5) + gu(ulx,y),v(x,5))ux(x,y))e

Posledica 4.2. Zgornja trditev velja za poljubno mnogo spremenljivk.

Trditev 4.3. Naj bo f : R"* - R funkcija. Tedaj so meSani odvodi, to so fxixj za i+ j,
enaki.

Dokaz. Dokazimo za n = 2. Naj bosta ¢, { € A poljubni mikrokoli¢ini. Tedaj velja

f(x+£,y+():f(x+£,y)+fy(x+£,y)(:
= (f(x?y)+fx(xay)€)+(fy(x;y)C"‘fyng)
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in
f(x+€,y+C) =f(x,y+f)+fx(x,y+()€=
= (f(x’y) + fy(x,y)() + (fx(x’y)g-’-fxng):
kjer krajSamo enake Clene ter dvakrat mikrokrajSamo. U

Sedaj lahko dokazemo trditev, ki smo jo uporabili v dokazu 3.22.
Trditev 4.4 (Odvod integrala s parametrom). Naj bo f:[0,1] x [a,b] - R in definirajmo
g(x)= folf(t,x)dt. Tedaj velja g'(x) = fol fo(t,x)dz.
Dokaz. Naj bosta x € R in € € A poljubni toc¢ki. Tedaj imamo

g'(x)e=g(x+e)-g(x)
:[Olf(t,x+e)dt—f01f(t,x)dt
:/Ol(f(t,x)+fx(t,x)s—f(t,x))dt

:folfx(t,x)dte.
O

Definicija 4.5. Naj bosta €, € A. Par (¢,{) je sorazmeren, ¢e ostajata taksni tocki a,b €
R, da velja a +0, b+ 0 in ae+b{ =0. Par (&,() je vzajemen za krajSanje, ¢e velja £{ =0.

Naj A, vsebuje take n-terice mikrokoli¢in oblike (e1,¢9,...,€,), da je vsak par (&;,€;)
vzajemen za krajSanje. Vsaka taka n-terica predstavlja neko smer iz izhodisca, zato jo
poimenujemo mikrosmer. Del A, poimenujemo mikroprostor smeri v R”. Ocitno velja,
¢e je par (&,{) sorazmeren, potem je tudi vzajemen za krajSanje. Po lemi 2.13 vemo, da
ni res, da je vsak par mikrokoli¢in vzajemen za krajSanje, torej ni res, da je vsak par
mikrokoli¢in sorazmeren.

Izrek 4.6. Naj bo f: R" — R poljubna funkcija. Tedaj za vsako tocko (x1,...,x,) € R" in
za vsako mikrosmer (€1,€9,...,€,) € A, velja

n
flx1+€1,...,%0+Ep) =f(xl,...,xn)+foi(xl,...,xn)si.
i=1

Dokaz. Dokazujemo z indukcijo na n. Za n =1 je trditev poseben primer enacbe (7),
kjer vzamemo n = 1. Privzemimo sedaj, da enakost Ze velja za n in za dano funkcijo
f:R*»1 - R fiksirajmo x,,1 in £,,1. Tedaj je f funkcija spremenljivk x1,...,x,, za katero
velja privzetek

f(xl +£1)"')xn +5n,xn+1 +€n+1) =

(8)

n
f(xl,---:xn,xn+1 +€n+1) + foL (x1,~--,xnaxn+1 +En+1)8i'
=1

KO f(xl, oo axn,xn+1+£n+1) = f(x17 L] 7xn,xn+1)+fxn+1 (x]., o axnyxn+1)£n+1 1n fxi (xla e axn,xn+1+
€n+1) = Fo; (X153 X0y Xn+1) +Faixpes (K15 - -5 %0, Xn+1)Ens1 VStavimo v enacbo (8), upostevamo,
da je par (&,+1,€;) vzajemen za krajSanje, in dobimo

fx1+€1,...,%n +En, Xps1 +Ens1) =
n+1
f(x].)"',xnaanrl) + Z fxi(xl,---,xnyxn+1)5i-
i=1
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Spoznajmo Se razsirjeno razli¢ico nacela mikrokrajsanja v R”.

Trditev 4.7. Naj bo (a1,a9,...,a,) € R" in naj za vsako mikrosmer (€1,€2,...,€,) € A,
velja Y7 1aie; =0. Tedaj za vsak i =1,2,...,n velja a; = 0.

Dokaz. Dokazujemo z indukcijo na n. Za n =1 Ze poznamo nacelo mikrokrajsanja. Prin =
2 vzamemo par (&,—¢), ki je o¢itno vzajemen za krajsanje. Tedaj velja 0 =a1e+ag(—¢) =
(a1—a2)e, od koder po mikrokraj$anju dobimo a1 = ag. Ko vzamemo par (¢,¢), dobimo
2a1€ = 0 oziroma po mikrokrajSanju 2a1 = 0. Torej velja as = a1 =0. Privzemimo, da za
n > 2 trditev Ze velja. Naj za vsako mikrosmer (&1,€9,...,€,+1) € Ay+1 velja Z?jllaiei =0.
Ce vzamemo ¢,,,1 = —¢,,, imamo Z?z_llaiei +(ap—an+1)€n =0, kjer uporabimo indukeijsko
predpostavko, in dobimo a1 =ag=--=a,_1=a,—ap;1 =0 oziroma a, = a,,1. Na nacin
kot v primeru za n =2 pokazemo Se a, =a,,1=0. l

5. UPORABA V GEOMETRIJI

V tem poglavju si bomo ogledali tipi¢cno uporabo integrala in sicer za dolo¢anje dolZine
loka, ploscine lika, prostornine in povrsine vrtenine.

Formule bomo izpeljali po standardnem postopku, kjer bomo privzeli obstoj gladke
funkcije, kateri bomo z uporabo geometrije dolocili odvod. Po aksiomu integracije bo
tedaj obstajala taka gladka funkcija, katero v prakti¢nih zgledih dolo¢imo preko nacela
konstantne preslikave. Pri izpeljavi se bomo tudi sklicevali na aksiom mikroafinosti in
nacelo mikrokrajsanja.

5.1. Dolzina loka. Naj funkcija f : R - R doloca krivuljo in naj tocki A in B na krivulji
z abcisama a in b dolocata lok, ki mu Zelimo izmeriti dolZino.

SLIKA 3. Lok PQ

Naj bo s(x) dolzina loka od toctke A do poljubne toc¢ke P z abciso x. O¢itno je s(a) =0 in
s(b) iskana vrednost. Sedaj vzemimo sosednjo tocko @ z abciso x+¢, kjer je € € A poljubna
mikrokoli¢ina. Lok P@ je po aksiomu mikroafinosti raven in dolzine s(x+¢) —s(x), kar
je po temeljni enacbi odvoda enako s’(x)e.

Na sliki 4 si poglejmo pravokotni trikotnik PQR, saj zelimo izraziti dolZino stran-
ice PQ s preostalimi stranicami. Ce uporabimo Pitagorov izrek, dobimo s’ (x)2%e2 =2+
f'(x)?€? oziroma 0 = 0, zato moramo pristopiti drugace. Naj bo a(x) velikost kota Q PR,
nacrtamo visino iz stranice P na tocko R ter ozna¢imo noZzisce z E. Tedaj lahko dolZino
daljice ER zapiSemo na dva naéina in dobimo enakost

f'(x)ecos(a(x)) =esin(a(x)).
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SLIKA 4. Trikotnik PQR

Iz slike 4 je razvidno, da velja tudi
s'(x)ecos(a(x)) =¢.
Obe enakosti mikrokrajSamo in dobimo
9 f'(x)cos(a(x)) =sin(a(x))
s'(x)cos(a(x)) =1.
Kvadrirajmo zadnjo enacbo in pisSimo

s'(x)%cos(a(x))?=1=sin(a(x))? +cos(a(x))? =

Q£ (x)? cos(a(x))? +cos(a(x))? = (1+f'(x)?) cos(a(x))2

Ker je cos(a(x))2=(1+f'(x)2)"1 #0, krajsamo in korenimo, tedaj velja
(10) s’(x)=(1+f’(x)2)%.

Za zgled dolo¢imo obseg kroga oziroma dolZino kroZnice, ki je podana kot x(¢) = r cos(¢)
in y(¢) = rsin(¢), kjer je r polmer in ¢ velikost kota, ki pripada intervalu [0,27],
kjer je m velikost iztegnjenega kota. Ker je kroznica podana parametri¢no, definirajmo
funkcijo dolzine d kot d(¢) =s(x(¢)) in zvezo y(¢) = f(x(¢)). Ko ju odvajamo, dobimo

d'(¢p) =s'(x(¢))x' (@) in y'(¢) = f'(x(¢))x'(¢) ter pisimo
d'(9)?=5"(x(9)) 22" (9)2 2 (1+ f' (x(9))?)a' ()2 =
=" ()2 + £/ (x(9)) 22 (90)? =2 (9)* +¥' (9)?,

kar po korenjenju postane

an d'(¢) = (x'(9)* +¥'(9))?.

Ko v enaébo (11) vstavimo podatka x'(¢) = —rsin(¢) in y’(¢) =rcos(¢), dobimo d’(¢) =r,
ki je definirana na intervalu [0,27]. Po aksiomu integracije obstaja enoliéna funkcija
g:[0,2n] >R, da velja g’ =d’ in g(0) =0. Torej je g’'(p) =d'(¢) =r=r(¢)' =(r¢)’. Po
natelu konstantne preslikave sledi g(¢) = d(¢) = ro, sajje g(0)=01in d(0) = 0. Ce za ¢
vzamemo 27, dobimo za dolZino kroznice 27r.

5.2. Plosc¢ina obmoc¢ja. Nadaljujmo z zgledom, kjer izracunamo ploscino kroga v ravnini
s polmerom r brez uporabe integrala. Naloge se lotimo z uporabo Keplerjeve metode, kjer
krog razdelimo na poljubno mnogo enakokrakih trikotnikov z vrhom v sredis¢u kroga.
Klasi¢no se naloga nadaljuje tako, da z N oznacimo Stevilo trikotnikov in z a velikost
polovicnega kota v vrhu vsakega trikotnika. Zlahka se prepricamo, da je a = 22—]7\’, Naj bo
P ploséina vsakega trikotnika, ki znasa sin(a) cos(a)r2. Nato poveéujemo Stevilo trikot-
nikov in ko pogljemo N proti neskonéno dobimo plogéino msin(%)/(/N) cos(ZF)r2, kjer

19



INFINITEZIMALNA ANALIZA

upo$tevamo netrivialno enakost lim,_,¢sin(x)/x = 1. Ker Se ne vemo, ¢e trikotniki pokri-

.. . . v . N—
jejo celoten krog, moramo oceniti ostanek, ki znasa N sin(a)cos(a)r2(1-——)" =" 0.

cos(a)
Ker nasa nacela ne poznajo pojma neskon¢no, moramo zaceti drugace.

SLIKA 5. Sprememba plo$c¢ine

Naj bo S(¢) ploséina obmodja od srediséa O do kroznice med kotoma 0 in ¢, kjer
pripada két 0 poljubno izbrani toéki A in kjer je ¢ € [0,27]. O¢itno velja S(0) =0, saj se
takrat kota ujemata. Denimo, da Ze poznamo S(¢) za nek két ¢, ki mu pripada lok AP
dolzine s(¢). Naj bo @ toc¢ka na kroznici, ki pripada kotu ¢ + ¢, kjer je € € A. Ob premiku
iz tocke P v tocko @ se plos¢ina obmocja spremeni za

(12) S(p+e)-S(p)=S'(p)e.
Tudi tokrat je lok PQ raven in dolZine s’(¢)e. Torej je ploséina spremenjenega obmodja
enaka ploscini trikotnika OP@, ki znasa

1 £,
(13) écos(ﬁ)rs (p)e.

Po upostevanju cos(e/2) =1 dobimo iz enaé¢b (12) in (13) po mikrokraj$anju zvezo

S'(p)=575'(p).

Iz prej$ne naloge vemo, da za obseg kroga velja d'(¢) =r oziroma s’(¢) =r, od koder tudi
povzamemo sklep in dobimo S(¢) = %rz(p. Ce vzamemo ¢ =2m, dobimo ploscino celotnega
kroga nr2.

Enako idejo uporabimo tudi za doloé¢itev povrsine plasca stozca s polmerom osnovne
ploskve r in dolZino naklona %, kjer imajo trikotniki ploéino & cos(§)hs’(p)e. Tedaj
dobimo S(¢) = 3hre.

Ce imamo sedaj poljubno funkcijo f : R — R, ki doloéa krivuljo, nam fundamentalni
izrek analize zagotovi, da je integral funkcije f enak plo$c¢ini obmocja pod krivuljo do
X-08s1.

5.3. Prostornina vrtenine. Vrtenina je telo, ki ga dobimo z vrtenjem krivulje okoli
x-osi. Ce prerezemo vrtenino z ravnino pravokotno na x-os, dobimo krog.

Naj funkcija f : 'R - R doloca krivuljo. Naj tocki A in B na krivulji z abcisama a in b
dolocata ravnini pravokotni na x-os, med katerimi je kos vrtenine, ki mu Zelimo dolociti
prostornino. Naj bo V (x) prostornina vrtenine od tocke A do poljubne toc¢ke P z abciso x.
Ce vzamemo sosednjo totko @ z abciso x+¢, kjer je € € A, je sprememba prostornine enaka
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SLIKA 6. Sprememba povrsSine na plascu stozca

SLIKA 7. Vrtenina

V'/(x)e in enaka vsoti prostornin zavrtenega trikotnika PQR in zavrtenega pravokotnika
OPRS.

Ker je plosc¢ina trikotnika PQR enaka %Ef '(x)e =0, je prostornina poljubnega telesa, ki
ga dobimo z vrtenjem tega trikotnika, enaka 0. Torej nam ostane le Se valj s polmerom
f(x) in vigino €. Po mikrokraj$anju dobimo

V'(x) =nf(x)2.

Ker je V(a) =0, lahko prostornino vrtenine zapiSemo z nedolo¢enim integralom
X
V(x) =th £(2)2ar.
a

5.4. Povrsina vrtenine. V izpeljavi bomo potrebovali povrsino prisekanega stozca.

Iz podobnih trikotnikov na sliki 8 dobimo enakost (u +v)rg = ur;. Tedaj za povrsino
prisekanega stozca velja S =S (u+v)-S(u) =7 (r1\/(u+v)2 +r2—ro\/u2+r2) =m\/v2+(r1-r2)2(r1+
re) =mh(ri+rg), kjer je h dolzina naklona.

Naj funkecija f : R - R doloca krivuljo. Naj to¢ki A in B na krivulji z abcisama a in b
dolocata kos vrtenine, kateri Zelimo izmeriti povr§ino. Naj bo S(x) povrsina, ki jo opise
graf funkcije f od tocke A do poljubne tocke P z abciso x, ko ga zvrtimo okrog x-osi. Naj
bo @ sosednja tocka na krivulji z abciso x + ¢, kjer je € € A. Tedaj je sprememba povrsine
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e h

u \'

SLIKA 8. Podobna trikotnika

po eni strani enaka S’(x)e in po drugi povrsini prisekanega stoZca, ki znasa
n(f(x+e)+f(x))s'(x)e=m(2f (x) + f'(x)e)s' (x)e =2nf (x)s' (x)e.
Po mikrokraj$anju zamenjamo s’(x) s formulo (10) in dobimo

S(x) - znfaxf(x)(uf'(x)%% dt.

6. UPORABA V FIZIKI

V naslednjih razdelkih bomo pogledali, kako lahko s pomocjo infinitezimalne analize
izpeljemo lomni zakon, enacbo veriznice ter znani parcialni diferencialni enacbi.

6.1. Lomni zakon. Iz Fermatovega nacela, ki pravi, da svetloba potuje od ene do druge
tocke po poti, za katero porabi najmanj casa, bomo izpeljali lomni zakon, ki povezuje
vstopni in izstopni két svetlobnega Zarka ob prehodu cez mejo med homogenima snovema
z razlicnima lomnima koli¢nikoma.

SLIKA 9. Lom svetlobnega zarka

Brez skode za splosnost privzemimo, da je meja vzporedna z y-osjo. Naj svetlobni
zarek zacne svojo pot v poljubni tocki A, ki je za a oddaljena levo od meje, in jo konca
v poljubni tocki B, ki je za b oddaljena desno od meje in naj bo njuna razdalja v smeri
y-osi enaka d. Naj bosta ¢4 in ¢p vstopni in izstopni kot glede na normalo meje in naj
x € [0,d] oznaduje tocko preloma — prehoda meje.

Tedaj je razdalja od tocke A do toCke preloma po Pitagorovem izreku enaka sy =
va?+x2 in od tocke B enaka sp =+/b2+(d —x)2.

Z upostevanjem enacb v = ¢/n in v = s/t dobimo ¢as potovanja

(14) t(x)= %(nAsA+nBsB) = %(nA\/a2+x2+nB\/b2+(d—x)2),

kjer sta n4 in np lomna koli¢nika in ¢ hitrost svetlobe.
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Sedaj is¢emo totko x¢ € [0,d ], v kateri doseZe funkcija # lokalni minimum. Funkcija
t doseze lokalni minimum v tocki xg, ¢e obstaja kaksna okolica tocke xg, kjer za vsak x
iz te okolice velja ¢(xg) < #(x), vendar vemo, da vedno obstaja okolica, kjer je funkcija ¢
linearna. Torej mora biti funkcija ¢ konstanta na neki okolici, kar pomeni, da mora biti
tocka x stacionarna tocka. Po izreku 3.17 zadosca odvajati enacbo (14) in poiskati nicle.

t'(x)zl(nA ad +np —(d—x) ):
¢ Va2 +x? b2+ (d-x)?

= (nasin(p) -y sin(ps)) =0

Ko zadnji izraz preuredimo, dobimo lomni zakon
nasin(@a) =npsin(¢p).

6.2. Veriznica. Poiskali bomo funkcijo, katere graf se ujema z neraztezljivo homogeno
vrvjo, ki je obeSena na tocki A in B ter ima maso w na enoto dolzine.

SLIKA 10. VeriZnica

Naj bo T'(x) napetost vrvi v to¢ki P = (x, f(x)). Ker vleée napetost tocko z obeh strani
vrvi in Zelimo ravnovesje, morata biti napetosti na vsaki strani tocke enako veliki. Naj
bo ¢(x) k6t med tangento na f v tocki x in x-osjo. Vrv postavimo tako, da velja ¢(0) =0,
kar pomeni, da je najnizja tocka O nad izhodiscem oziroma da je graf simetricen glede
na y-0s. Naj bo s(x) dolzina vrvi oziroma dolzina loka od tocke O do to¢ke P.

Vzemimo mikrosegment vrvi od tocke P do tocke Q z abciso x + ¢, kjer je € € A. Tedaj
delujejo na ta mikrosegment, dolzine s(x +¢) —s(x) = s’(x)e, tri sile:

(1) napetost velikosti T'(x) v smeri ¢(x) + 7,
(2) napetost velikosti T'(x+¢) v smeri ¢(x+¢) in
(3) sila teze velikosti ws’(x)e v smeri —m/2.

Ker mikrosegment miruje in nima pospeska, velja za vodoravno komponento sile
0=T(x+¢)cos(p(x+¢€))+T(x)cos(p(x)+m)=
= (T (x) + T'(x)e) cos(g(x) +¢'(x)€) - T(x) cos(op(x)) =
= (T"(x) cos(p(x)) - T(x) sin(p(x)) ¢’ (x) )& =
= (T (x)cos(o(x)))'e.
Po mikrokrajsanju in nacelu konstantne preslikave obstaja Ty € R, da je

(15) T(x)cos(p(x))="T,.
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Prav tako za navpi¢no komponento velja
0=T(x+¢)sin(p(p(x+¢&)+T(x)sin(p(x)+7)+ws’'(x)esin(-7/2) =
=(T(x)+T'(x)e)sin(p(x) +¢'(x)e) - T (x)sin(p(x)) —ws'(x)e =
= (T"(x)sin(¢(x)) + T'(x) cos(¢(x))¢' (x) ~ws’(x) )e =
= ((T(x)sin(ep(x))) -ws'(x))e.
Po enakem sklepu kot zgoraj in ob upostevanju ¢(0) = 0 dobimo
(16) T(x)sin(p(x)) =ws(x).

Ko enakost ws(x) o T(x)sin(p(x)) @ T(x)f'(x)cos(p(x)) = Tof'(x) odvajamo in ko
upostevamo (10), dobimo diferencialno enacbo

(n (1+F(x)%)? =af" (),
kjer je a =Ty /w.

V infinitezimalni analizi se simbolno resSevanje diferencialnih enacb ne razlikuje od
resSevanja v klasi¢ni analizi, saj nimamo opravka niti z infinitezimali niti z limitami. Naj
funkcija u: R — R resi diferencialno enacbo (17) in odvajajmo funkeijo 2 (x) = u'(x)+(1+
u!(x)?)2.

R(x)=u"(1+u' (1+u'(2)2)2) D (1+u/(x)2) 2 fa(l+u’ (1+u'(x)2) %) =
= ((1+u'(x)2)2+u')Ja=h(x)/a

Ker smo predpostavili ¢(0) =0, sledi iz enakosti (9) in po lastnosti (3), da je u/(0) =0,
zato po trditvi 3.15 velja h(x) = exp(x/a). Ko upostevamo exp(-x/a) = 1/exp(x/a) =
—u'+(1+u/(x)?)%, lahko izrazimo

u'(x) = %(exp(x/a) —exp(—x/a)),

kar integriramo in dobimo

u(x)= %a(exp(x/a) +exp(-x/a))+c,

kjer je tocka c € R poljubna. Opazimo, da nikjer nismo upostevali nosilnih tock, zato je
reSitev definirana na R.

6.3. Toplotna enacba. Izpeljali bomo toplotno enacbo, ki opisuje pretok toplotne en-
ergije in z njo povezano spremembo temperature v idealni, dolgi palici, s predpostavko,
da toplotna energija niti ne vstopi niti ne zapusti palice in da se toplotna energija niti
ne ustvari niti ne unic¢i (na primer s kemi¢nimi reakcijami) v notranjosti palice, za eno
prostorsko razseznost.

Pri izpeljavi privzemimo veljavnost slede¢ih dveh fizikalnih zakonov:

(1) Koli¢ina toplote, ki je potrebna za poviSanje temperature telesa za 6T stopinj je
cmdT, kjer je m masa telesa in ¢ pozitivna konstanta, ki je odvisna od snovi v
telesu in ki se imenuje specificna toplota telesa.

(2) Toplotni tok je premosorazmeren s povrs§ino in temperaturnim gradientom na
povrsini. Konstanta sorazmernosti x se imenuje toplotna prevodnost. (Fourierov
zakon ali zakon o prevajanju toplote)

Naj bo T'(x,¢) temperatura v tocki P z abciso x v ¢asu . Vzemimo mikrosegment palice
od tocke P do tocke @ z abciso x + ¢, kjer je € € A, s konstantnim precnim prerezom S,
gostoto p in maso pSe.
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Ker v zakonih predznaki niso predpisani, se pretvarjamo, da se temperatura zvisuje
od tocke P proti tocki @, kjer je temperaturni gradient enak T (x+¢,t) in kjer je toplotni
tok skozi S enak kST, (x+¢,t). Podobno dobimo toplotni tok v toc¢ki P skozi S, ki znasa
kSTx(x,t). Ker toplotni tok tete od toplejSega dela k hladnejSemu, toplota vstopi v
mikrosegmet pri tocki @ in ga zapusti pri tocki P. Torej je v poljubnem casovnem ob-
dobju (¢ € A koli¢ina toplote, ki vstopi v mikrosegment, enaka razliki med koli¢ino, ki
vstopi v tocki @, in kolicino, ki zapusti v tocki P, kar znasa

KkSTy(x+€,8) —xSTy(x,8){ =xS Ty (x,t)el.
V istem ¢asovnem obdobju se temperatura mikrosegmenta spremeni za

T%(t+C) - T%(t) = (Ty(x,t) + Tye(x,8)e)](,

kjer je T% (t) = 3(T(x+¢,t) + T(x,t)) povpreéna temperatura mikrosegmenta. Po prvem

fizikalnem zakonu je potrebna koli¢ina toplote za poviSanje temperature za (7T:(x,¢) +
Tyt(x,t)e)( enaka cpSeTy(x,t)(. Ker smo predpostavili ohranjanje energije, mora biti to
enako kolicini toplote, ki vstopi v mikrosegment v ¢asu {. Ko enacbo

cpSeT(x,t) =xSTyy(x,t)el
dvakrat mikrokrajSamo, dobimo toplotno enacbo
Ti(x,t) = aTy(x,t),

kjer je a = % toplotna difuzivnost.

6.4. Valovna enacba. S pomocjo Newtonovega zakona bomo izpeljali valovno enacbo za
transferzalno valovanje napete strune z majhno amplitudo. Pri tem bomo predpostavili,
da sta napetost velikosti 7' in gostota p konstantni na celotni dolzini strune ter neodvisni
od casa.

Naj bo u(x,¢) navpiéni odmik strune od x-osi, ki predstavlja ravnovesno lego, in naj bo
0(x,t) k6t med struno in x-osjo v toc¢ki P z abciso x ob €asu ¢. Vzemimo mikrosegment
strune od tocke P do tocke @ z abciso x+¢ za € € A. Po (10) je dolzina mikrosegmenta
enaka (1+uy(x, t)2)%£. Sili, ki delujeta na mikrosegment v ¢asu ¢, sta napetost, ki v tocki
P vlete na levo in prijemlje pod kotom 6(x,¢), in napetost, ki v to¢ki @ vlece na desno
pod kotom 6(x +¢,t). Njihova projekcija v smeri y-osi je

F,=Tsin(0(x+¢,t)) - Tsin(6(x,t)) = Tcos(0(x,t))0.(x,t)e.
Po drugem Newtonovem zakonu ena¢imo silo F', s produktom pospeska u(x,t) in mase
p(1+ ux(x,t)z)%s
p(1+ux(x,8)2)2us(x,t)e = Tcos(0(x, ) )0 (x, t)e.
Ker je € poljuben, ga mikrokrajSamo, kar nam da

(18) p(1+ux(x,8)2) 2ug(x,8) = Tcos(0(x, ) )0z (x, 2).
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Spomnimo se enakosti, ki povezuje sinus in kosinus
(19) sin(0(x,t)) =uy(x,t)cos(0(x,t)).
Ko jo odvajamo po x, dobimo

cos(0(x,2))0x(x,t) = uye(x,2) cos(0(x,2)) —uy(x,t)sin(O(x,t))0,(x,2),
kamor vstavimo (19). Po krajSanju s cos(6(x,%)) in po preureditvi ¢lenov dobimo
(20) O (20, 8) (1 + 1y (2,8)2) = tgr (,2).
Ko v enacbi (18) upostevamo (20) in cos(6(x,t)) = 1/(1+ux(x, t)Z)%, dobimo

(14w (2,8)2)2us (5, 1) = Cure(x,1),

kjerje c = \/% . Ker je amplituda valovanja majhna, lahko predpostavimo, da je u,(x,t)2 =
0. V tem primeru zadnja enacba postane znamenita valovna enacba

us (%) = Cuge(x,t).
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