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1 Kvocientni prostori

1.1 Kvocientna topologija

V topoloskem prostoru X lahko identificiramo nekatere tocke in dobimo nov prostor.

o Naj bo X =[0,1] Ce zlepimo to¢ki 0 in 1, dobimo kroznico kot kvocientni prostor. Ce zleplmo tocke
0, 4 in 1, dobimo lemniskato. Ce zlepimo vse totke na intervalu [4,1], dobimo interval [0, 1]

o Kaksna je topologija na mnozici, ko zlepimo tocke [0, %) in posebaj Se (%, 1]? Pri¢akujemo, ée so bile
tocke pred lepljenjem blizu, da bodo po lepljenju blizu. [0, %) vsebuje tocke, ki so poljubno blizu %,
torej mora biti tocka v kvocientnem prostoru poljubno blizu % Sledi, da vsaka okolica za % vsebuje

ves prostor.

Identifikacije tock opiSemo z ekvivalenc¢no relacijo ~, ki inducira dekompozicijo mnozice na ekvi-
valencne rezrede, ki so disjunktni, neprazni in pokrivajo cel X. Ekvivalenc¢ni razred nekega x € X
je [x]={yeX ; y~x}. Tako dobimo dekompozicijo. Vsaka dekompozicija D mnozice X dolota
ekvivalenc¢no relacijo: x ~ y < x in y lezita v isti ¢lanici D.

Kvocientna mnozica mnoZzice X z ekvivalenéno relacijo ~ oziroma z dekompozicijo D je X /.. oziroma
X /p, kar je mnozica vseh ekvivalenénih razredov oziroma vseh elementov dekompozicije D. (Ele-
ment dekompozicije predstavlja eno to¢ko v X /p.)

OPOMBA: Pri opisu ekvivalenc¢nih relacij zadoSca navesti le netrivialne relacije. Analogno velja za
dekompozicijo, torej enoelementnih mnozic ne pisemo.

Kvocientna projekcija je preslikava ¢ : X —» X /., g :x— [x]. Ce je X topoloski prostor, potem Zelimo
X /. opremiti s topologijo, pri kateri se bliznje to¢ke s g preslikajo v bliznje tocke, kar pomeni, da
mora biti preslikava q zvezna. Taksnih topologij, pri kateri je g zvezna, je v sploSnem veliko. (Vsaka
preslikava v trivialno topologijo je zvezna.) Zato Zelimo tak$no topologijo na X /., ki ¢imbolj odraza
topologijo na prostoru X. V ta namen vzamemo tak$no topologijo na X/., ki ima éimve¢ odprtih
mnoZic pod pogojem, da g $e ostane zvezna. Torej ée bo V°@P c X/., mora biti zaradi pogoja za
zveznost ¢~1(V)°P c X. Tako lahko V proglasimo za odprto mnozico v X /.., ¢e je ¢ 1(V)odr c X.

Definicija 1.1. Naj bo (X,0) topoloski prostor, ~ ekvivalenéna relacija na X in q : X — X/.. kvo-
cientna projekcija. Kvocientna topologija na X /.. je O.={VcX/.; g 1(V)°dr c X}. Torej:

VodPcX /., < qY(V)drcX
Z7PcX/., eq Y Z)wrcX

OPOMBA: Kvocientna projekcija ni nujno niti odprta niti zaprta.

o Naj bo X =[0,2] in A =[1,2] edini netrivialni ¢lan dekompozicije D. To pomeni: x ~x Vxe X x~
yVx,ye A=D={{x}; xe X\A}UA. V tak$nem primeru za X/. oziroma X /p piSemo kar X/, kar
pomeni, da identificiramo le tocke iz A. Alije g : X — X /4 odprta? Vzemimo U = (1,2)°?P c X in pre-
verimo, ¢e je q(U) odprta. Po definiciji kvocientne topologije je to tedaj, ko je njena praslika odprta.
q 1(q(U)) =A% c X, saj je q(U) totka v X/, ki usteza ekvivalenénemu razredu A. Praslika te
tocke je pa cela mnozica A.

oNajbo X =[0,1]in A=(0,1). X/ vsebuje tri tocke [0],A,[1]. Alije ¢ : X — X /4 zaprta? Vzemimo
U= {%}Z“P € X in preverimo, ée je ¢q(U) zaprta. Po definiciji kvocientne topologije je to tedaj, ko je
njena praslika zaprta. ¢ 1(q(U))=A%P c X

Nas cilj je najti metodo s katero bomo lahko pokazali, da je na§ kandidat za kvocientni prostor res

homeomorfen kvocientni mnozici opremljeni s kvocientno topologijo, torej poiskali homeomorfizem
med (X/.,0.) in kandidatom Y. Vse Zelimo nareditile z X in Y.



1.2 Kbvocientne preslikave

Naj bosta X in Y mnozici, ~ ekvivalencna relacija na X in f: X - Y preslikava. Zanima nas, kdaj f
doloéa dobro definirano preslikavo f : X /. - Y. Naravna izbira je f([x]) = f(x).

Tezava nastopi, ¢e y € [x] in bi Zeleli predpisati f(v) = f([y]) = f([x]) = f(x). f torej ni mogoce
definirati, ¢e ima f na ekvivalenénih to¢kah lahko razliéne vrednosti. Pogoj za dobro definirano f s
prej$no formulo je x ~ y = f(x) = f(). Ce to velja, f obstaja in velja f(q(x)) = f(x) za vsak x € X,
torej fq=Ff.

Trditev 1.2. Naj bosta X in Y topoloska prostora, ~ ekvivalenéna relacija na X in f: X - Y zvezna
preslikava.

1. Ce za poljuben par x,y € X in za x ~ y velja f(x) = f(y), potem je inducirana preslikava f
zvezna in dobro definirana.

2. Ce obstaja f, potem je:

(a) f surjektivna, ce je f surjektivna,

(b) f injektivna, ce velja f(x)=f(y)=x~y.

Dokaz. 1. Obstoj f smo ze pokazali. DokaZimo §e zveznost f. Izberimo poljubno V4P c Y. Zaradi
zveznosti f je f‘l(V)Odp_E X. Izf1=(fq) =g 1f1sledi q‘l(f‘l(V))o‘fp c X. Po definiciji
kvocientne topologije je f~1(V)°4P c X /.., kar pomeni zveznost preslikave f.

2. \_7emo f q= f. Ce je f surjektivna, sledi f surjektivna iz teorije mnozic. Ce je f injektivna, velja
f([x])=f([y]) = [x] = [v], karje f(x) = f(¥) = x ~ .
O

OPOMBA: Ce f obstaja in je injektivna (f(x) = f(y) < x ~ y), potem re¢emo, da f naredi iste identi-
fikacije kot ~ s kvocientno projekcijo q.

Kanonic¢ni razcep preslikave

Preslikava f : X - Y doloéa dekompozicijo X s praslikami totk D = {f"1(y) ; y € Y}. D doloéa
ekvivalenéno relacijo, ki zado$¢a pogoju (f(x) = f(y) < x ~ y), torej f in ~ naredita iste identifikacije.

Potem je f: X ix /D A f(X) LY. Nas zanima, kdaj bo f homeomorfizem kot preslikava iz X /p v
Y. O¢itno mora biti £(X) =Y, kar pomeni f surjektivno. V nasem primeru je f tudi injektivna.

f bo homeomorfizem, ¢e bo identificiral topologijo na X /p s topologijo na Y = f(X). f je homeomor-
fizem natanko tedaj, ko f priredi bijekcijo med odprtimi mnoZicami v Y in odprtimi mnoZicami v
X /... Torej za poljubno V°%P Y natanko tedaj f~1(V)°%P c X /. natanko tedaj ¢~ 1(f~1(V))odr c X
natanko tedaj f~1(V)°4r c X.

Definicija 1.3. Preslikava f : X - Y je kvocientna, ée je surjektivna in velja: Y VY :VoirPcY «
fU(V)YdrcXaliVZCcY:Z?%PcY < f~1(Z)?Pc X

OPOMBA: = pomeni zveznost, < pa je dodaten pogoj, ki ne pomeni nujno f odprto. Ce je f zvezna,
odprta ali zaprta preslikava, potem je f kvocientna preslikava.

Izrek 1.4. Naj bosta X in Y topoloska prostora, ~ ekvivalencna relacija na X in f:X - Y kvo-
cientna preslikava, ki naredi iste identifikacije kot ~. Potem je inducirana preslikava f :X/.->Y
homomorfizem.



OPOMBA: Kvocientni prostor X/. identificiramo z nasim modelom Y tako, da pois¢emo preslikavo
f:X —Y, kije kvocientna in naredi iste identifikacije.

o Naj bo X =[0,1] in 0 ~ 1. Ugibamo, da je kandidat za X/. ~ S1. ISéemo f: X — St ={(x,y) €
RZ; x2+y2=1} f(¢)=(cos(2nmt),sin(27t)) = 2" f je zvezna, saj je e* zvezna analitiéna funkcija.
f je surjektivna, saj je f(X) =S1. f je zaprta, ker zvezno slika iz kompaktnega prostora X v prostor
S1 kije Ts. Torej je f kvocientna. f naredi iste identifikacije, saj £ (s) = f(¢) = €27 = €27 = 255 =
2t +2nk; keZ s=t+k=>s-t=kecXnZ={0,1} =>s=tvs=t+1=¢t=0As=1=0~1.

o Najbo X =[0,1]x[0,1] kvadrat. Identificiramo tocke (0,y) ~ (1,y) in (x,0) ~ (x,1), kjer x,y € [0, 1].
Dobimo torus ali svitek. Kandidat za X /.. je S xS, Iséemo kvocientno preslikavo f: X - SIx S ki
naredi iste identifikacije. Uganemo f(x,y) = (e27*,e27¥) f je zvezna, saj je zvezna po komponentah.
f je surjektivna, saj je f(X)=S1xS1. f je zaprta, ker zvezno slika iz kompaktnega prostora X v
prostor S1 xS, kije Ts. Torej je f kvocientna. f naredi iste identifikacije.

o Naj bo X =B2 in A = S! edini netrivialni ¢lan dekompozicije. A stisnemo v toéko, drugje pustimo
in dobimo sfero S2. Za utemeljitev X /4 ~S2 moramo najti f: X — S2, ki je kvocientna preslikava in
naredi iste identifikacije, torej identificira vse tocke iz A v eno to¢ko in f|x. 4 je injektivna.

oNajbo X = I§+I%, kjer je I =[0,1]. Identificiramo toc¢ke (1,v), ~ (0,7 (¥))s, kjer je f : I — I poljuben
homeomorfizem. Zdi se, da bo X/ ~[0,2]x[0,1]. fo:(x,y) = (x,f (%)) fo:(x,5)~ (x,y) 8au:
(x,5) = (x,5) 8p:(x,y) = (x+1,y) gof :12+I% > [0,2] x[0,1] je kvocientna preslikava in naredi
iste identifikacije.

Operacije s kvocientnimi preslikavami

Trditev 1.5.
[ X>Y>Z

1. Ce sta f in g kvocientni preslikavi, potem je kompozitum g o f kvocientna preslikava.

2. Ce je kompozitum go f kvocientna preslikava ter sta f in g zvezni, potem je g kvocientna.
Dokaz:

1. Ker sta f in g surjektivni, je gof surjektivna. Preveriti moramo §e V0P ¢ Z < (gof )~1(V)odr c
X. Naj bo V4P c Z poljubna. Ker je g kvocientna, je g71(V )4 c Y. Ker je f kvocientna, je
f (g 1(V))drcX=(gof)1(V)odr c X. Enako za drugo smer.

2. Ker je kompozitum kvocientna preslikava, je g o f surjektivna, iz cesar sledi g surjektivna.
Vzemimo V9P c Z. Ker je g zvezna, je g~1(V)°4P c Y. Pokazati moramo $e, ¢e je g~ 1(V)°dP c
Y, potem je V4P c Z. Vzemimo g 1(V)°4P c Y. Ker je f zvezna, je f1(g71(V))°?P c X. Ker
je g o f kvocientna preslikava, je V°dr c Z.

1.3 Deljivost topoloskih lastnosti
Definicija 1.6. Topoloska lastnost L je deljiva, ¢e se z vsakega prostora prenese na vsak njegov
kvocientni prostor. Torej topoloska lastnost L je deljiva, ée se ohranja pri kvocientnih preslikavah.

Trditev 1.7. Deljive topoloske lastnosti so: kompaktnost, povezanost, povezanost s potmi (saj se
ohranjajo pri zveznih preslikavah), lokalna povezanost, lokalna povezanost s potmi in separabilnost.
Nedeljive topoloske lastnosti so: To— T4, lokalna kompaktnost, 1-Stevnost in 2-Stevnost.

o Najbo X =Rx {0} URx {1}. Identificiramo to¢ke (x,0) ~ (x,1) Vx <0. Tocki (0,1) in (0,0) nimata
vec disjunktnih odprtih okolic v kvocientnem prostoru, torej prostor ni 7T'.
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Trditev 1.8. Naj bo D dekompozicija za X. X [p € T1 natanko tedayj, ko so élanice D zaprte podmnoZice
v X.

Dokaz: X [p € T1 natanko tedaj, ko so vsi singletoni v X /p zaprti. Po definciji kvocientne projekcije
q so praslike to¢k iz X /p v X zaprte.

1.4 Topoloske grupe in delovanja

Ideja je opremiti nek algebraic¢ni objekt s topologijo in povezati strukturi tako, da zahtevamo zveznost
algebrai¢nih operacij.

Definicija 1.9. Naj bo G mnoZica opremljena s strukturo grupe in topoloskega prostora. Recemo, da
je G topoloska grupa, ¢e sta mnozZenje G x G — G in invertiranje G -G g+ g1 zvezni preslikavi.

o Poljubna grupa G opremljena z diskretno topologijo je topoloska grupa.

o Naj bo G topoloska grupa in H < G poljubna podgrupa. Potem je H z inducirano topologijo tudi
topoloska grupa.

o (R,+), (C,+), (R~{0},-) in (C~{0},-) z evklidsko topologijo so topoloske grupe.
080={-1,1},S1={z€C; |z|=1}, S% cH enotski kvaternioni.

o Ce je {G) ; A€ A} druZzina topoloskih grup, je [[G, s produktno topologijo tudi topoloska grupa z
operacijo po komponentah.

o Naj bo Fe {R,C}. GL,(F) S F**" je splo$na linearna grupa (obrnljivih matrik) nad F. MnoZenje in
invertiranje matrik sta zvezni preslikavi. Pomembne podgrupe so:

* SL,(F)={AeGL,(F) ; detA =1}

* 0,(R)={AeGL,(R) ; ATA =1} ortogonalna grupa

* SO, (R)=0,(R)nSL,(R)

* U,(C)={AeGL,(C); A*A =1} unitarna grupa

* SU,(C)=U,(C)nSL,(C)
Trditev 1.10. Naj bo G topoloska grupa in a € G. Leva in desna translacija za a sta homeomorfizma.
Dokaz: OC¢itno je bijekcija. Zveznost: L,(g) =ag MnoZenje v topoloski grupi je zvezno. Zveznost
inverza: (Ly)'=L,1 L,1(Ls(g))=L,1(ag)=a"'(ag)=(ala)g=g
Trditev 1.11. Topoloska grupa G je homogen prostor. Za poljubna a,b € G obstaja tak homeomor-
fizem h:G — G, da velja h(a) =b.
Dokaz: h=Ly,1 h(a)=Ly,1(a)=(ba)a=b(a"ta)=b

Definicija 1.12. Naj bo X topoloski prostor in G topoloska grupa. Delovanje grupe G na X je zvezna
preslikava ¢ :GxX - X (a,x) — ax za katero velja: ex=x ¥V x€ X e €G enota in a(bx) = (ab)x abcG.

OPOMBA: Za poljuben a € G je preslikava a : X — X x ~ ax homeomorfizem. Njen inverz je a~1.

o Ce je G topoloska grupa in H <G, potem H deluje na G z mnozenjem (delovanjem) H xG — G, kar
je zozitev produkta na G.

o 81 cC deluje na C z mnoZenjem kompleksnih stevil. S1xC - C (a,z) ~ az

o Naj bo F € {R,C,H}. Naj bo G = (F~ {0},-) topologka grupa za mnozenje z evklidsko topologijo.
Potem G deluje na F” z mnoZenjem s skalarjem. G xF* > F? (A, (x1,%2,...,%,)) = (Ax1,Ax9,...,Ax,)
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Delovanje grupe G na X doloca ekvivalen¢no relacijo: x ~ y natanko tedaj, ko obstaja g € G, da je
y=gx.

Definicija 1.13. Ekvivalencéne razrede pri tej relaciji imenujemo orbite. [x]=Gx ={gx ; g €G}.
Kvocientno mnoZico X /.. imenujemo prostor orbit in oznacimo X /g.

o Naj bo (R,+) topoloska grupa z evklidsko topologijo. (Z,+) < (R,+) je podgrupa in deluje na R s
seStevanjem. ZxR—>R (n,x)~»n+x (0,x)=0+x=x (n+m,x)=(n+m)+x=n+(m+x)=(n,m+x) =
(n,(m,x)) To delovanje Z na R porodi ekvivalen¢no relacijo: x ~y < dne€Z:y=n+x < y—xc¢
Z Na intervalu [0,1] najdemo predstavnike vseh ekvivalenénih razredov. Na tem intervalu sta
ekvivalentni le 0 in 1. Ugibamo: R/z ~ S in i§éemo kvocientno preslikavo f : R — S1, ki naredi iste
identifikacije kot ~: f(x)=f(y) & y-x€Z. f(x) = e?™* je surjektivna in zvezna, a ni zaprta, saj
ne slika iz kompaktnega prostora. Preverimo odprtost preslikave f na bazi. Ce za bazo topoloskega
prostora R vzamemo odprte intervale dolzine manj kot 1, f vsak tak interval homeomorfno preslika
na odprt krozni lok.

OPOMBA: Kvocientne projekcije so pri delovanju grup odprte.

Trditev 1.14. Naj bo G topoloska grupa, ki deluje na topoloskemu prostoru X. Potem je kvocientna
projekcija q: X - X /g odprta preslikava.

Dokaz: Naj bo V°@P c X poljubna odprta mnozica. Dokazujemo q(V)°?P c X/;. Po definiciji kvo-
cientne topologije bo to, ko bo g7 1(q(V))°?P cX. ¢ 1(q(V))={xeX ; q(x)eq(V)}={xeX ; yeV:
q(x)=q(y)}={xeX ;3IyeV,3geG:x=gy} ={gy; yeV,8€G} =UgeqLg(V) Ker je Lz homeomor-
fizem, slika odprte mnoZzice v odprte mnozZice, torej je L g(V)"dp c X. Poljubna unija odprtih mnozic
je odprta mnozica. Ugeg Lg(V )% =q1(q(V))°?P c X torej je q(V )% c X /q.

1.5 Projektivni prostori

Slabost evklidske ravninske geometrije je, da se dve razli¢ni premici bodisi sekata bodisi sta vz-
poredni. V dokazih je vcasih potrebno loc¢iti dva primera, zato Zelimo geometrijo, v kateri se vsi pari
premic obnasajo enako. Vsaki poljubni dve premici se sekata v natanko eni tocki. Dodamo tocke v
oo tako, da za vsak snop vzporednih premic dodamo eno idealno tocko, v kateri se vse te premice
sekajo. Razliénim snopom vzporednih premic pripadajo razlicne tocke. Tako dobimo projektivno
ravnino RP2. RP? = R2 u {premice v R2 modulo vzporednost} Zanima nas, ali so toéke v co drugaéne
od tock v R2, koliko je teh tock, ali sestavljajo kaksen geometriéni objekt, kako je z razdaljo v RP2 ali
vsaj s topologijo. Iz nasega opisa RP2 to ni jasno.

Resitev: Vse totke naredimo enakovredne. To naredimo tako, da R? vlozimo kot R?x {1} v R3 in tocke
v RP? enatimo s premicami skozi izhodisée v R3. Vsaka tocka A € R2 =R? x {1} doloéa natanko eno
premico L skozi 0 € R3. L ={¢-A ; t¢R} O¢&tno L ne lezi v x,y ravnini. Obratno, poljubna premica
L c R3 skozi 0 doloéna natanko eno totko na R? x {1}, to je LnR2 x {1}. Na ta naéin smo dobili
bijekcijo med totkami v R2 in premicami v R3 skozi 0. Neskonéna toéka v RP? je snop vzporednih
premic v R? x {1} in ta ustreza premici v R? x {0} skozi 0, ki je vzporedna premicam v snopu. Torej
RP2 = {premice v R3 skozi 0} = {L ; L cR3 enodimenzionalen podprostor}

Ali je to dekompozicija R3? Ne, saj se vsi linearni podprostori sekajo v 0. Boljsa izbira RP2 =
{L~{0} ; L c R3 enodimenzionalen podprostor}. To je dekompozicija za R3\ {0}. Pripadajoéa ek-
vivalenéna relacija je: x,y €R® x~y < x=ty t e R\ {0} (leZita v istem enodimenzionalnem pod-
prostoru) Ta ekvivalenéna relacija je porojena z delovanjem grupe (R~ {0},") na R3\{0}. Torej
RP? » (RS N {O})/R\{O} = (RS N {0})/x~tx teR~ {0}, xeR3~{0}"

Na osnovi tega definiramo splosno.



Definicija 1.15. Naj bo n e N. n-dimenzionalen projektivni prostor, opremljen s kvocientno topologijo,
nad R je kvocientni prostor:
RP" ~ R™**\ {0} /g (0}

OPOMBA: Enako konstrukcijo lahko naredimo za poljuben topoloski obseg F. Na primer (C, evklidska topolog;
ali p-adi¢ni obsegi.

CP" »C""'\ {0}/ (o)

Trditev 1.16. Naj bo F € {R,C}. FP" je homogen prostor. Y [x],[v] € FP" obstaja homeomorfizem
h:FP* >FP" h([x])=[y] Torej FP" izgleda enako v vseh tockah.

Dokaz: Izberimo poljubni toéki [x],[y] € FP? in njuna predstavnika x,y € F**1~ {0}. Is¢emo pres-
likavo iz F**1\ {0} vase, ki x preslika v y in inducira homeomorfizem na FP". Za dana x,y obstaja
A eGL,1(F), da je Ax = y (sprememba baze). Pomembno je, da A slika premice v premice, torej ek-
vivalencne razrede v ekvivalencne razrede in ne naredi identifikacij, ker je obrnljiva in bijektivna.

[F'Hl\{O} i ﬂ:n+1\{0}
h
q1l N g2
FPr 2 Fpr

Naj bo h =go0A. h je kvocientna preslikava, ker je g2 kvocientna po definiciji in A kvocientna, saj
je homeomorfizem. g9 in h = g9 0 A naredita iste identifikacije, saj oba identificirata le kolinearne
tocke. Sledi, da je ~ homeomorfizem.

oFe{R,C}

n=0: FPO~F!\ {0}/ (o) = {a} tocka

n=1: [FPl N |F2 AN {0}/[F\{O}

Ce F =R vsak ekvivalenéni razred seka S! v dveh toékah. Vsi ekvivalenéni razredi so predstavljeni s
totkami na S1. Vsak razred ima dva predstavnika {x,—x}. Ugibamo, da je FP! ~ S1. Ce F = C dobimo
ploskev.

Vsi ekvivalenéni razredi v F**1\ {0} imajo predstavnike na enotski sferi v tem prostoru, saj vsaka
premica seka sfero.

Definicija 1.17. ¢ S(F*)={xeF*; ||x||=1} - enotska sfera
° S(Rk) = Sk-1 Rk
e §(Ck)=S2k-1cCh = R2k
S(F) je podgrupa v F~{0}. S(R)=S%={+1} S(C)=8"!
Trditev 1.18. S(F) cF\ {0} je topoloska podgrupa. ZozZitev delovanja grupe F~{0} na F¥~{0} porodi
delovangje grupe S(F) na S(F*).

Dokaz: F=R: S(R) = {+1}. MnoZenje s Stevili iz {+1} slika sfero S¥~! vase. F=C: S(C) =S1.
Mnozenje s Stevili iz S? slika sfero §2%-1 vase. Ce je x € C poljuben in ¢t € S1 = |¢| = 1, kar predstavlja
rotacijo. |tx| = |t||x| = 1|x| = |x| Ce je (x1,%2,...,%7) € SZk=1 c Ck = |xq|2 +|xg[2 + - +|x[2 = 1. Potem je
(tx1,tx9,...,txp) € S?R71 saj je |tuq|? +|tae|? + -+ |tap|? = |¢|2|x1 ]2 + [¢[2|ace|? + -+ + [¢2[ocr |2 = 21| + |22|? +
e |xk|2 =1

Trditev 1.19. Kvocientna projekcija q :F**1\ {0} - FP" je odprta.

Dokaz: q je odprta, saj je kvocientna preslikava pri delovanju grupe.

Trditev 1.20. FP" je homeomorfen S(F"*1)/g(r) = S(F"")/ ot tes(F), ves(En+t)-
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Dokaz: Sfera S(F**1) c F**1\ {0} seka vsak ekvivalenéni razred v FP”, saj so ekvivalenéni razredi
premice skozi 0 € F**1, zato je dovolj gledati kvocient S(F**!) po inducirani ekvivalenéni relaciji. Z
namenom, da bi ta ideja delovala, bi morali vedeti Se kaj o FP”.

Lahko se dokaza lotimo z druge strani. Imejmo preslikavo r: F**1\ {0} - S(F**1) x+~ ch_\l Ker

ta preslikava identificira le kolinearne tocke, ne naredi ve¢ identifikacij kot ¢ : F**1\ {0} — FP".
Pokazati zelimo, da je r kvocientna preslikava.

Ot¢itno je r zvezna in surjektivna, saj totke na S(F"*!) slika nazaj vase. Za dokaz odprtosti in
zveznosti opazimo, da je vseeno, e je F bodisi R bodisi C. C"*1\ {0} = R2**2\ {0} - S(C"*1) =
S (R27+2). Dovolj je premisliti za splosno preslikavo r : R* ~ {0} — S*~1 ki je projekcija na sfero.
Naprej opazimo, da je R¥ \ {0} ~ S*~1x (0,00) in h: R\ {0} > S*~1x(0,00) x+ (g =)

Preslikava r je kompozitum r : R¥ \ {0} - S¥1x(0,00) - S¥1 x (ﬁ,”x”) > Hﬁ_\l Preslikava
r=prioh je odprta, saj je kompozitum dveh odprtih preslikav (homeomorfizma A in projekcije na
prvi faktor pri), torej je kvocientna preslikava.

Definirajmo preslikavo f = por:F**1\ {0} - S(F**1) - S(F"*1)/g ), ki je kvocientna preslikava,
saJ sta p in r kvocientni preslikavi. Od prej imamo e kvocientno projekcijo ¢ : F**1\ {0} — FP".
Ce pokaZemo, da f naredi iste identifikacije kot ¢, bo sledilo, da je inducirana preslikava f : FP* —
S(F"*1)/s(ry homeomorfizem.

fx)=Ff(y) @ p(r(x))=p(r(y)) = 3ILeS(F):r(x) =Ar(y) < I1eS(F): ﬁ = /1”‘;—” <x= A%y <
JpeF~{0}:x=py < q(x)=q(y)

= FP" » S(F""!)/s(r)
Torej je v posebnem primeru: RP" ~ S(R"*1)/g(g) ¥ 8" /g0 = 8"y, - identificira antipodne tocke in
CP" ~ S(C’Hl)/S(C) ~ 82n+1/31.
OPOMBA: RP*~S"/g0 CP?~S27+1/g;
Trditev 1.21. RP" je homeomorfen B/, _. ,cgn-1

Dokaz: Najbo f:B" 58?5 87 S RP™ x> (x,/1—|[«|]2) in g5 :B" > B"/._. ..gn1. f je surjek-
tivna, saj so na S™ ekvivalenéni razredi oblike {x,-x} in vsaj eden od teh dveh elementov pripada
={(x1,%2,...,%n41) €ER* 1 |x1[2 + |x0|2 + -+ |xp11|2 = 1,241 2 0}.

f je kvocientna, saj je zvezna in zaprta in naredi iste identifikacije kot gp. f(x) = f(y) < h(x) =
+h(y) Ce je h(x) = h(y), je x = y, saj je ~ homeomorfizem. Ce je h(x) = —A(y), mora biti (n+1)-
koordinata v | (x)|in 2(y) enaka 0, torej je ||x|| = ||y||, zato sta x,y € S*~1. Za take x,y je h(x) = (x,0)
in A(y) = (v,0) in dobimo x = y. Zato obstaja inducirana preslikava f : B"/ . ,.gn-1 — RP", ki je
homeomorfizem.

o RP2~ B2/, . .cs1, ampak RP2 # S2
Trditev 1.22. CP! ~S?2 - Riemannova sfera

Dokaz: CP! znamo predstaviti kot kvocient sfere S3. p:S3 — S3/¢1 ~ CP! je kvocientna projekcija.
I5¢emo kvocientno preslikavo f :S3 — S2, ki inducira homeomorfizem med S2 in CP!. Naj bo f:S3 =
{(x,y)€C?; x| +|yP=1} >82={(2,¢) eCxR; [z2+#2=1} (x,y)+~ (2%y,|x|2—|y|?), ki slika v S?,
in je zvezna po komponentah, surjektivna, zaprta, saj slika iz kompaktnega prostora v podprostor
prostora T9. Prverimo Se, da preslikava f naredi iste identifikacije kot p.

1.6 Pomembnejsi primeri kvocientov

Definicija 1.23. Naj bo (X,0) topoloski prostor. StoZec nad X je CX =X x[0,1]/x. (1) Suspenzija
nad Xje ZX =X x [_1,1]/Xx{—1},X><{1}-



Suspenzija XX je unija dveh stoZcev nad X vzdolZ baze X = X x {0}.
Trditev 1.24. 1. CS" 1~B"

2. x8n-ly8n

Definicija 1.25. Naj bosta (X,0x) in (Y,Oy) topoloska prostora. Najbo AcX in f:A—Y zvezna
preslikava. Zlepek X in'Y vzdolZ f je X UrY =X +Y /4.t (q)aea

Torej X prilepimo na Y vzdolZ preslikave f z domeno Dy = A. Pri tej kvocientni projekciji so ekvi-
valenéni razredi oblike {x},x e XN A;{y},ye YN F(A);{y}ufUy),yef(A).

o Naj bo f:871 - §7~1 homeomorfizem. S"~! c B". Konstruiramo lahko zlepek B*u;B". Ce f = id,
je BMugB" ~S™,
Definicija 1.26. Naj bo (X,0) topoloski prostor in n € N. Naj simetriéna grupa S, deluje na n-

kratni produkt X" =X x X x---x X s permutacijami faktorjev. Ce je g €S, in x = (x1,%2,...,%n) €X™,
potem je 0-x = (xg(l),xa(z), e ,xa(n)). Kvocient X" [g, imenujemo simetri¢ni produkt prostora X.

Ti se pojavijo pri Studiju konfiguracijskih prostorov. To so prostori n (neoznacenih) tock, ki se gibljejo
v X.



2 Normalni prostori

2.1 Normalnost in zvezne funkcije

Za topoloski prostor je pomembno vedeti, koliko je zveznih funkcij na prostoru. Konstante so vedno
zvezne funkcije in lahko se pripeti, da so edine zvezne funkcije na prostoru.

Ker je R metrizabilen in normalen prostor ter ustreza vsem separacijskim lastnostim, je veliko
zveznih funkcij na R. Ce X ni normalen, je lahko zelo malo funkcij na X, saj obstajajo regularni
prostori, na katerih so zvezne le konstantne funkcije. Ce je X normalen, je funkcij veliko in lo¢ijo
tocke.

Trditev 2.1. Naj bo X € T4 in A,B?*% c X neprazni, disjunktni podmnoZici. Potem obstaja zvezna
funkcija ¢ :X —-[0,1] ¢(A)=0 ¢(B)=1. (Urisonova lema)

Dokaz: Ce je X metrizabilen in d njegova metrika, za ¢ lahko vzamemo ¢(x) = %. Ce X
ni metrizabilen, si pomagamo s karakterizacijo T4 z okolicami: A%%? ¢ X in A € V°?P c X, potem
obstaja W°dr c X, daje AC W c W c V. Induktivno skonstruiramo zaporedje odprtih mnozic Vz%’
kjer je n € N in a € {1,3,5,7,...}. Vi1 =X \ B odprta okolica za A. Tedaj obstaja V(;)dp c X, da je

AcVycVycVi. Med Vy in Vi vrinemo Vi, saj obstaja V°% c X, da je Vo c Vi C Vi c Vi. Nato
2 3 2 2

vrinemo Vi med Vj in V1 in Vs med V1 in V;. In tako naprej. Definiramo
4 2 4 2

0 jx€A
@(x)= 1 ;x€B
inf{ g5 } ;x€Va

Trditev 2.2. X € T4 natanko tedaj, ko obstaja zvezna funkcija .

Dokaz: Dokazujemo, da je X € T4. Izberimo poljubni neprazni disjunktni mnozici A,B?*?? ¢ X in
i¢emo disjunktni okolici za A, B. Po predpostavki obstaja zvezna funkcija ¢ : X —[0,1], daje ¢(A) =
0 ¢(B)=1. NajboV=¢1([0,3)) cX in W =¢ 1((3,1])° c X. O¢itno sta mnozici disjunktni
inveljaAcV ter BCW.

2.2 Razsirjenje funkcij

Naj bo (X,0) topoloski prostor. Zanima nas, pri kak$nih pogojih lahko poljubno zvezno funkcijo
definirano na podmnozici A topoloskega prostora X razsirimo do zvezne funkcije na X. Imamo torej
f:A - Rin nas zanima, e obstaja F: X - R, da je F|4 = f oziroma F(a)=f(a)VacA.

OPOMBA: To ni vedno mogoce.
0X=R,A=(0,00), f(x)=x"1.
Ce je funkcija f definirana na mnozici A, so s tem dolo¢ene tudi njene vrednosti na A. Ce je X 1-

Steven, potem je x € A limita tock a, € A. Torej mora veljati F(x) =1lim, ., f (@, ), zato se je smiselno
omejiti na A*%P c X.

Izrek 2.3. Naj bo J SR interval, X normalen prostor, A?*? c X in f: A — J zvezna funkcija. Potem
obstaja zvezna razsiritev F : X — J za f. (Tietzejev izrek)

Dokaz: Ce je J kompakten, smemo privzeti J = [-1,1], saj je J homeomorfen intervalu [-1,1].
Iskano razsiritev F' bomo definirali kot vsoto vrste zveznih funkcij, ki bo na A enakomerno konver-
girala proti f. Za vsak n e NU{0} bomo definirali F,, : X - J z lastnostma: |F,(x)|<1(2)"VxeX in
f(a)-XhoFr(a)|<(3)"VacA.
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Zaporedje (F,)>, konstruiramo tako, da vzamemo za n = 0: Fo(x) = 0. |[Fo(x)| < 3 in |f(a)| < 1, saj
f(a) €[-1,1]. Naprej delamo z indukcijo na n - n+1. Po predpostavki ze imamo Fo,F1,...,Fp,.
Najbo g:A >R g(a)=Ff(a)-XioFr(a). Vemo, da je |g(a)| < (%) = 3(2)(n+1) = 35, kjer je
&6 =1(2)n*1. Cilj je poiskati Fpi1:X —J, dabo [Fpu1(2)| < 3(2)"1=6Vxe X in|f(a)- X} Fr(a)| =
If(a)-XhoFr(a) - Fri1(a)| = |g(a) - Fni1(a)| < (3)**1 =26 Va € A. Otitno moramo g(a) popraviti
vsaj tam, kjer je [g(a)|>26.

Naj bo B* = g71([6,36]) in B~ =g~ 1([-35,-6]). B* in B~ sta zaprti podmnoZici v A, saj sta prasliki
zaprtih intervalov pri zvezni funkeiji g. Ker je A??P c X, sta B*,B7%%? ¢ X. Naj bo ¢ : X — [0,1]
tak$na zvezna funkcija, da ¢|g+ =1 in @|g- = 0. Naj bo F,.1(x) =6(2¢(x)-1). F,+1(x) je zvezna.
Preveriti moramo Se dve lastnosti. Ker ¢(x) slika v [0,1], 2¢p(x) -1 slika v [-1,1] in F,,,1(x) slika
v [-6,6]. Drugo lastnost preverimo na B*, B~ in A\ (B*uUB~). Izberimo poljuben a € B*. Sledi
g(a)€[6,36] in Fy11(a) =6. Torej g(a)—Fri1(a)€[0,26]. Izberimo poljuben a € B~. Sledi g(a) €
[-38,-6]in F11(a)=-6. Torej g(a)-Fyr.1(a) € [-25,0]. Izberimo $e poljuben a € AN (B*UB~). Sledi
g(a)e[-6,6]in Fpi1(a) €[-6,5]. Torej g(a)—Fni1(a) € [-25,25]. Definirajmo F(x) =Y, 0 Fn(x).
Ta vrsta konvergira enakomerno, saj je |[F(x)| = | oo Fn ()| < [Fo(x)|+ Xy [Frn ()| <0+ X2, 2(2)7 =
%gé =1. Torej |F(x)|<1in zato F: X — J =[-1,1]. Velja tudi F(a) = f(a) Va € A.

Ce J ni kompakten, smemo privzeti, da je zaprtje o = [-1,1]. Ne tem intervalu po pravkar dokazanem
lahko f : A — J razirimo do zvezne funkcije G : X - J. Naj bo B=G1(J~J). Ce je B = &, potem
G slika v J in je G iskana razsiritev. Ce je B + @, potem BN A = @, saj je Gla=f:A—dJ. Torej
sta A, B??P ¢ X neprazni, disjunktni podmnoZici, zato obstaja urisonova funkcija ¢ : X —[0,1], da je
¢|la =11in ¢|g =0. Vzemimo F = ¢G, torej F(x) = p(x)G(x). ZaacA je F(a)=¢(a)G(a) =1G(a) =
G(a)=f(a)ed in F slika v J, saj se tocke, ki se z G ne preslikajo v ¢/, z F preslikajo v {0}.

2.3 Normalnost in kvocienti

Normalnost se ohranja pri nekaterih zlepkih.

Izrek 2.4. Ce sta (X,0x) in (Y,0y) normalna topoloska prostora, A*e? c X in f:A - Y zvezna
preslikava, potem je zlepek X UrY normalen topoloski prostor.

Dokaz: Oznacimo s q : X +Y — X Uy Y kvocientno projekcijo. Netrivialni ¢lani dekompozicije so
{y}ufYy),yef(A). Preverimo najprej T;. Kvocient je T1 natanko tedaj, ko so vsi ekvivalenéni
razredi v X +Y zaprti. Ker sta X,Y € T4, so trivialni razredi zaprti. Netrivialen razred {y}uf~1(y)c
X+Y,yef(A)CY je zaprt, saj je {y}??? cY ter zaradi zveznosti preslikave f f~1(y)?*? C A ter s
predpostavko A#?P c X f~1(y)?*P c X. Za dokaz T4 si bomo pomagali z urisonovo lemo. Izberimo
zaprti disjunktni neprazni mnozici B,C**? c X ur Y.
Oznaéimo: Bx = ¢ 1(B)nX Cx=q¢q1(C)nX By=q'(B)nY Cy=q1(C)nY. XinY sta
normalna, torej obstajata urisonovi funkciji za Bx in Cx ter By in Cy. Pri X Uy Y se del prostora X
in Y zlepi in tam morata imeti funkciji isti vrednosti, da lahko dolocata funkcijo na zlepku. Zaénemo
na Y in razsirimo funkcijo na X. Za By,C5'” CY obstaja urisonova funkcija ¢y : Y - [0,1] ¢y, =
0 (PY|CY =1.
Definirajmo funkecijo ¢ :Bx UCx UA - [0,1].

0 ;X € B X

w(x)= 1 ;x€Cx
ey (f(x)) sxeA

¥ je zvezna, saj so vsi trije predpisi zvezni in definirani na zaprtih podmnozicah ter se na presekih
ujemajo. Ce je x € AnByx, potem je v zlepku f(x) €Y in f(x) e BC X u;Y, torej f(x) € By. Tedaj
je oy (f(x)) =0, kar se tudi ujema s predpisom y|g, = 0. Podobno za x € AnCx. Po Tietzejevem
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izreku obstaja zvezna razSiritev ¢x : X — [0,1] za ¥. Funkciji ¢x in ¢y skupaj dolo¢ata funkcijo ¢
na X urY, ki je iskana urisonova funkcija.

x+y "5 [o,1]
Bl
Voo
XUfY

¢x + @y inducira preslikavo ¢ natanko tedaj, ko ekvivalentne tocke preslika v isto vrednost. Pogle-
jmo netrivialne razrede oblike {y}uUf~1(y). Pri nekem y € f(A) je za poljuben x € f1(y) cAcX
px(x)=pw(x)=py(f(x))=¢@y(y). Sledi, da je ¢ zvezna funkcija. O¢itno ¢|g =0 in ¢|c = 1.

o RP*=B"/. _. resn-1 RP" je zlepek B” in RP*~1 RP"1xSn-1/¢,

RP"~1 je kvocient S”1, kjer identificiramo pare antipodnih toé¢k. Naj bo ¢ : S”~1 - RP"~1 kvocientna
projekcija. Torej q identificira pare antipodnih tock.

RP" dobimo iz B" tako, da identificiramo pare antipodnih toék v robni (n — 1)-sferi S*~1. To lahko
naredimo tako, da B" prilepimo na RP"~! vzdolz S”~! c B" s kvocientno projekcijo g : S*~1 — RP”~1L,
Torej je RP" ~ B" U, RP*1.

Trditev 2.5. Vsi RP" so normalni topoloski prostori.

Dokaz: RP! ~ S1 je normalen prostor. B” je normalen prostor. Zlepek normalnih prostorov pri zvezni
preslikavi definirani na zaprti podmnozici je normalen.

3 Ekstenzorji in retrakti

Motivacija za to pride iz Tietzejevega izreka.

Naj bosta (X,0x) in (Y,Oy) topoloska prostora. Zanima nas, pri kaksnih pogojih lahko poljubno
zvezno preslikavo definirano na podmnozici A topoloskega prostora X razsSirimo do zvezne pres-
likave na X. Imamo torej f: A - Y in nas zanima, Ce obstaja F': X - Y.

Smiselno se je omejiti na A*?P c X.

Definicija 3.1. Topoloski prostor (Y ,Oy ) je absolutni ekstenzor za razred topoloskih prostorov R, de
za vsak X € R, vsako A*P c X in f: A - Y zvezno preslikavo, obstaja zvezna razsiritev F: X -Y za
f,dajeF|a=f. PritemjeY ¢ AE(R).

Ce je NV razred normalnih prostorov, J C R interval, potem je J € AE(N).

Trditev 3.2. Ceje Y cAE(R) in Y ~Y’, potem je Y' e AE(R). Ceje {Y) ; Ae A} CAE(R), potem je
H/leAY/l GAE(R)'

Trditev 3.3. 12,1",IN,B",R*,R"? ¢ AE(N)

Dokaz: [ e AE(N) = B"~ 1",

Definicija 3.4. Naj bo A ¢ X. Redemo, da je zvezna preslikava r: X — A retrakcija, ée je r|a =ida.
Ce obstaja kaksna retrakcija iz X na A, re¢emo, da je A retrakt topoloskega prostora X.

o Naj bo (X,0) poljuben topoloski prostor in A = {a} S X. A je retrakt. Preslikavar:X - A xw—a
je o€itno zvezna in velja r(a) = a, torej je retrakcija.

o Sk~1c Rk \ {0} je retrakt prostora R* \ {0}. Preslikava r :R¥ ~ {0} - S*¥~1 x> T Je zvezna in za

x € S*-1 velja ||x|| = 1, torej (x) = x, torej je retrakcija.
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o 8% = {(x1,%2,...,45+1) € Sk cRE*1 ; x;, 1 >0} je retrakt S*. Preslikava r:S* — S* je retrakcija.
r(x) = { x ixeSk
(x1,%2,...,~Xp1) ;x€Sk
o Ali je S*~1 retrakt R*? Zdi se, da ni.
o Poiséi vse retrakcije iz [0,1] na {0,1}. Denimo, da obstaja retrakcija r : [0,1] - {0,1}. Ker je

interval [0,1] povezan in je preslikava r zvezna, je slika povezana, torej vsebovana v {0} ali {1}, kar
pa je protislovje z obstojem retrakcije.

Trditev 3.5. 1. Ce Je X (s potmi) povezan, potem je vsak njegov retrakt (s potmi) povezan.
2. Ceje X kompakten topolodki prostor, potem je vsak njegov retrakt kompakten.

3. Ceje X €Ty in je A retrakt topoloskega prostora X, potem je A?%P c X.

Dokaz: A je incidencna mnozica za zvezni preslikavi id : X - X in retrakcijor: X - A - X. Pres-
likavi r in id se ujemata natanko v tockah iz A. A je inciden¢na mnozica v prostoru T in je zato
zaprta.

Trditev 3.6. Ceje Y ¢ AE(R) in je B retrakt Y, potem je B < AE(R).

Dokaz: Dokazujemo, da je B absolutni ekstenzor za razred topoloskih prostorov R.Izberemo poljuben
X e R, A%%P c X in zvezno preslikavo f : A — B. Poiskati moramo zvezno razsiritev F : X — B za

f. g:A#P cX A BSY KerjeY ¢ AE(R), obstaja zvezna razsiritev G : X - Y za g, da velja
Gla =g=iof. Ker je B retrakt Y, obstaja retrakcija r : Y — B, ki je zvezna, in velja r|g = idp.
Vzamemo F =ro(@G, ki je zvezna preslikava, saj je kompozitum dveh zveznih preslikav. Za a € A velja
F(a)=r(G(a))=r(g(a))=r(f(a))=f(a).

o "Y"e AE(N), saj je B2 ~ 12 € AE(N) in "Y'je retrakt B2.

Definicija 3.7. Y je absolutni retrakt za razred topoloskih prostorov R, ¢e velja:

1. YeR

2. Za vsak X € R in vsako zaprto vloZitev ¢ :Y — X je ¢(Y) retrakt prostora X

Tedaj je Y € AR(R).
Trditev 3.8. RUAE(R)CAR(R)

Dokaz: Izberimo poljuben Y € RUAE(R). Dokazujemo, da je Y € AR(R). Izberimo poljuben X € R
in poljubno zaprto vlozitev ¢ : Y — X. Oznaéimo B = ¢(Y )??? c X. Ker je Y absolutni ekstenzor za
razred topologkih prostorov R in B~Y je B € AE(R). Tedaj obstaja zvezna preslikava r: X - B kot

raz§iritev za id, da velja r|g = idp. r je iskana retrakcija iz X na ¢(Y ). B?*P c X “p
o Naj bo J c R poljuben interval, potem je J € N UAE(N < AR(N). Ce ga vlozimo kot zaprto podm-

nozico v nek normalen prostor, potem je slika te vlozitve retrakt. J = [0,00) <> R2=C ¢t~ e(1+)t
@(J) €R? je zaprta.
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