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1 Kvocientni prostori

1.1 Kvocientna topologija

V topoloskem prostoru X lahko identificiramo nekatere tocke in dobimo nov prostor.

e Najbo X =1[0,1] Ce zlepimo tocki 0 in 1, dobimo kroznico kot kvocientni prostor. Ce
zlepimo tocke 0, % in 1, dobimo lemniskato. Ce zlepimo vse tocke na intervalu [%, 1], dobimo
interval [0, 1]

e Kaksna je topologija na mnozici, ko zlepimo tocke [0, %) in posebaj e (%, 1]? Pricakujemo,
¢e so bile tocke pred lepljenjem blizu, da bodo po lepljenju blizu. [0, %) vsebuje tocke, ki so
poljubno blizu %, torej mora biti tocka v kvocientnem prostoru poljubno blizu % Sledi, da
vsaka okolica za % vsebuje ves prostor.

Identifikacije tock opisemo z ekvivalencno relacijo ~, ki inducira dekompozicijo mnozice na
ekvivalenc¢ne rezrede, ki so disjunktni, neprazni in pokrivajo cel X. Ekvivalenc¢ni razred nekega
r € Xjelr] ={y € X; y~ z}. Tako dobimo dekompozicijo. Vsaka dekompozicija D mnozice
X doloca ekvivalen¢no relacijo: © ~ y < z in y lezita v isti clanici D.

Kvocientna mnozica mnozice X z ekvivalenéno relacijo ~ oziroma z dekomporzicijo D je X/
oziroma X /p, kar je mnozica vseh ekvivalenénih razredov oziroma vseh elementov dekompozi-
cije D. (Element dekompozicije predstavlja eno tocko v X/p.)

Opomba: Pri opisu ekvivalen¢nih relacij zadosca navesti le netrivialne relacije. Analogno
velja za dekompozicijo, torej enoelementnih mnozic ne pisemo.

Kvocientna projekcija je preslikava ¢ : X — X/, ¢ : © — [z]. Ce je X topologki prostor,
potem zelimo X/. opremiti s topologijo, pri kateri se bliznje tocke s ¢ preslikajo v bliznje
tocke, kar pomeni, da mora biti preslikava ¢ zvezna. Taksnih topologij, pri kateri je g zvezna,
je v splosnem veliko. (Vsaka preslikava v trivialno topologijo je zvezna.) Zato zelimo taksno
topologijo na X/, ki ¢imbolj odraza topologijo na prostoru X. V ta namen vzamemo taksno
topologijo na X/, ki ima ¢imve¢ odprtih mnozic pod pogojem, da ¢ Se ostane zvezna. Torej ¢e
bo V°% C X/.., mora biti zaradi pogoja za zveznost ¢~ (V)% C X. Tako lahko V proglasimo
za odprto mnozico v X/, ¢e je ¢ H(V)® C X.

Definicija 1:  Naj bo (X, O) topoloski prostor, ~ ekvivalen¢na relacija na X in
q: X — X/~ kvocientna projekcija.

Kvocientna topologija na X/ je O ={V C X/ ; ¢} (V)% C X}.

Torej:

Vodp g X/N = q71<v)odp g X
Zzap g X/N AN q—l(Z)zap g X

Opomba: Kvocientna projekcija ni nujno niti odprta niti zaprta.

e Najbo X =10,2] in A = [1,2] edini netrivialni ¢lan dekompozicije D. To pomeni:
r~zxVereX z~yVrye A=D={{z}; € X\ A} UA. V takSnem primeru za X/.
oziroma X /p pisemo kar X/ 4, kar pomeni, da identificiramo le tocke iz A. Alijeq: X — X/a
odprta? Vzemimo U = (1,2)°% C X in preverimo, ¢e je ¢(U) odprta. Po definiciji kvocientne
topologije je to tedaj, ko je njena praslika odprta. ¢~ (q(U)) = A*% C X, saj je q(U) tocka v
X/ a, ki usteza ekvivalenénemu razredu A. Praslika te tocke je pa cela mnozica A.



e Najbo X =[0,1]in A= (0,1). X/4 vsebuje tri tocke [0], A, [1]. Alijeq: X — X/4
zaprta? Vzemimo U = {1} C X in preverimo, ¢e je ¢(U) zaprta. Po definiciji kvocientne
topologije je to tedaj, ko je njena praslika zaprta. ¢ 1(q(U)) = A°® C X

Nas cilj je najti metodo s katero bomo lahko pokazali, da je nas kandidat za kvocientni prostor
res homeomorfen kvocientni mnozici opremljeni s kvocientno topologijo, torej poiskali homeo-
morfizem med (X/.,O.) in kandidatom Y. Vse zelimo narediti le z X in Y.



1.2 Kvocientne preslikave

Naj bosta X in Y mnozici, ~ ekvivalentna relacija na X in f : X — Y preslikava. Zanima
nas, kdaj f dolo¢a dobro definirano preslikavo f : X/. — Y. Naravna izbira je f([z]) = f(z).

Tezava nastopi, ¢e y € [z] in bi Zeleli predpisati f(y) = f([y]) = f([z]) = f(x). f torej ni
mogoce definirati, ¢e ima f na ekvivalenc¢nih tockah lahko razlicne vrednosti.

Pogoj za dobro definirano f s prejsno formulo je z ~ y = f(z) = f(y). Ce to velja, f obstaja
in velja f(q(z)) = f(x) za vsak x € X, torej fq = f.

Trditev: Naj bosta X in Y topoloska prostora, ~ ekvivalen¢na relacija na X in
f X — Y zvezna preslikava.

1. Ce za poljuben par z,y € X in za x ~ y velja f(z) = f(y), potem je inducirana
preslikava f zvezna in dobro definirana.

2. Ce obstaja f, potem je:

(a)
(b)

f surjektivna, ¢e je f surjektivna,
f injektivna, ce velja f(z) = f(y) = z ~ v.

Dokaz:

1. Obstoj f smo Ze pokazali. Dokazimo se zveznost f. Izberimo poljubno Vel CY. Zaradi
zveznosti f je f7H(V)°? C X. Iz 7f*1 = (fq) =g ftsledi ¢ L(f (V) C X. Po
definiciji kvocientne topologije je f~1(V)°%® C X/., kar pomeni zveznost preslikave f.

2. Vemo fq = f. _Ceje f surjektivna, sledi f surjektivna iz teorije mnozic. Ce je f injektivna,
velja f([z]) = f([v]) = [2] = [y], kar je f(z) = f(y) = = ~y.

Opomba: Ce f obstaja in je injektivna (f(x) = f(y) © x ~ %), potem recemo, da f naredi
iste identifikacije kot ~ s kvocientno projekcijo q.

Kanonic¢ni razcep preslikave

Preslikava f : X — Y doloca dekompozicijo X s praslikami tock D = {f'(y) ; y € Y}. D
doloca ekvivalenéno relacijo, ki zados¢éa pogoju (f(z) = f(y) < = ~ y), torej f in ~ naredita
iste identifikacije.

Potem je f: X L X /D J, f(X) <, Y. Nas zanima, kdaj bo f homeomorfizem kot preslikava
iz X/p v Y. Oc¢itno mora biti f(X) =Y, kar pomeni f surjektivnho. V nasem primeru je f
tudi injektivna.

f bo homeomorfizem, ¢e bo identificiral topologijo na X/p s topologijo na Y = f(X).

f je homeomorfizem natanko tedaj, ko f priredi bijekcijo med odprtimi mnozicami v Y in
odprtimi mnozicami v X/.. Torej za poljubno V°% C Y natanko tedaj f~'(V)°® C X/.
natanko tedaj ¢~ (f~1(V))°¥% C X natanko tedaj f~*(V)°® C X.

Definicija 2: Preslikava f : X — Y je kvocientna, Ce je surjektivna in velja:
VVCY: VP CY & fFUAV) P C X aiVZCY : 2% CY & fHZ)® C X

Opomba: = pomeni zveznost, <= pa je dodaten pogoj, ki ne pomeni nujno f odprto. Ce je f
zvezna, odprta ali zaprta preslikava, potem je f kvocientna preslikava.



Izrek: Naj bosta X in Y topoloska prostora, ~ ekvivalencna relacijana X in f: X — Y
kvocientna preslikava, ki naredi iste identifikacije kot ~. Potem je inducirana preslikava
f: X/~ — Y homomorfizem.

Opomba: Kvocientni prostor X/. identificiramo z nasim modelom Y tako, da poistemo
preslikavo f: X — Y, ki je kvocientna in naredi iste identifikacije.

e Najbo X =[0,1] in 0 ~ 1. Ugibamo, da je kandidat za X/. &~ S'. Istemo

[: X = S'={(z,y) eR? 2> +y?> =1} [f(t) = (cos(2mt),sin(27t)) = ™t

f je zvezna, saj je e® zvezna analiti¢na funkcija. f je surjektivna, saj je f(X) = St. f je
zaprta, ker zvezno slika iz kompaktnega prostora X v prostor S!, ki je T,. Torej je f
kvocientna. f naredi iste identifikacije, saj

f(s) = f(t) = ¥ = ™ = 2715 = 27t + 27k; k€ Z
s=t+hk=>s—t=keXNZ={0,1} =s=tVs=t+1=t=0As=1=0~1.

e Najbo X =[0,1] x [0, 1] kvadrat. Identificiramo tocke (0,y) ~ (1,y) in (x,0) ~ (x,1), kjer
z,y € [0, 1]. Dobimo torus ali svitek. Kandidat za X/ je S* x S*. Iscemo kvocientno
preslikavo f: X — S* x S' ki naredi iste identifikacije. Uganemo f(x,y) = (e*™@, *™)

f je zvezna, saj je zvezna po komponentah. f je surjektivna, saj je f(X) = S x S'. f je
zaprta, ker zvezno slika iz kompaktnega prostora X v prostor S! x St ki je Ty. Torej je f
kvocientna. f naredi iste identifikacije.

e Najbo X = B?in A = 5" edini netrivialni ¢lan dekompozicije. A stisnemo v tocko, drugje
pustimo in dobimo sfero S%. Za utemeljitev X/4 &~ S? moramo najti f: X — S?, ki je
kvocientna preslikava in naredi iste identifikacije, torej identificira vse tocke iz A v eno tocko
in f|x\a je injektivna.

e Najbo X =12+ I7, kjer je I =0, 1]. Identificiramo tocke (1,y), ~ (0, f(y))s, kjer je
f I — I poljuben homeomorfizem. Zdi se, da bo X/4 ~ [0,2] x [0, 1].

For @) e (o f@) T @y) = (@0) da: (@y) = (@9) G- (@) — @+1y)
go f:I?+ 1 —[0,2] x [0,1] je kvocientna preslikava in naredi iste identifikacije.

Operacije s kvocientnimi preslikavami

Trditev:
fxLy4yg

1. Ce sta f in g kvocientni preslikavi, potem je kompozitum g o f kvocientna preslikava.

2. Ce je kompozitum g o f kvocientna preslikava ter sta f in g zvezni, potem je g
kvocientna.

Dokaz:

1. Ker sta f in g surjektivni, je g o f surjektivna. Preveriti moramo se V°® C 7 &
(go f)~1(V)°*® C X. Naj bo V°% C Z poljubna. Ker je g kvocientna, je g~ *(V)°® C Y.
Ker je f kvocientna, je f~1(g71(V))*®? C X = (go f)~1(V)*® C X. Enako za drugo

smer.

2. Ker je kompozitum kvocientna preslikava, je go f surjektivna, iz ¢esar sledi g surjektivna.
Vzemimo V% C Z. Ker je g zvezna, je g~ *(V)°® C Y. Pokazati moramo Se, ¢e je
g 1 (V)% C Y, potem je Vo% C Z. Vzemimo g 1 (V) C Y. Ker je f zvezna, je
f~Yg 1 (V))® C X. Ker je g o f kvocientna preslikava, je V°%® C Z.



1.3 Deljivost topoloskih lastnosti

Definicija 3: Topoloska lastnost L je deljiva, ce se z vsakega prostora prenese na vsak
njegov kvocientni prostor. Torej topoloska lastnost £ je deljiva, ¢e se ohranja pri kvocientnih
preslikavah.

Trditev: Deljive topoloske lastnosti so: kompaktnost, povezanost, povezanost s potmi
(saj se ohranjajo pri zveznih preslikavah), lokalna povezanost, lokalna povezanost s potmi in
separabilnost. Nedeljive topoloske lastnosti so: Ty — T}, lokalna kompaktnost, 1-Stevnost in
2-Stevnost.

e Najbo X =R x {0} UR x {1}. Identificiramo tocke (z,0) ~ (z,1) Vo < 0. Tocki (0,1) in
(0,0) nimata ve¢ disjunktnih odprtih okolic v kvocientnem prostoru, torej prostor ni 75.

Trditev: Naj bo D dekomporzicija za X. X/p € 17 natanko tedaj, ko so clanice D zaprte
podmnozice v X.

Dokaz:
X/p € Ty natanko tedaj, ko so vsi singletoni v X/p zaprti. Po definciji kvocientne projekcije
q so praslike tock iz X/p v X zaprte.



1.4 Topoloske grupe in delovanja

Ideja je opremiti nek algebrai¢ni objekt s topologijo in povezati strukturi tako, da zahtevamo
zveznost algebraicnih operacij.

Definicija 4: Naj bo G mnozica opremljena s strukturo grupe in topoloskega prostora.
Recemo, da je G topoloska grupa, ¢e sta mnozenje G x G — G in invertiranje
G — G g+ g ! zvezni preslikavi.

e Poljubna grupa G opremljena z diskretno topologijo je topoloska grupa.

e Naj bo G topoloska grupa in H < G poljubna podgrupa. Potem je H z inducirano
topologijo tudi topoloska grupa.

e (R,+), (C,+), (R\{0},-) in (C\ {0},-) z evklidsko topologijo so topoloske grupe.
o S'={-1,1},S'={2€C; |z|] =1}, S C H enotski kvaternioni.

e Ceje {Gy; X € A} druzina topoloskih grup, je [] G s produktno topologijo tudi
topoloska grupa z operacijo po komponentah.

e NajboFF e {R,C}. GL,(F) C F"*" je splosna linearna grupa (obrnljivih matrik) nad F.
Mnozenje in invertiranje matrik sta zvezni preslikavi. Pomembne podgrupe so:

o SL,(F) = {A € GL,(F) ; detA =1}

o O,(R) = {A € GL,(R) ; ATA= I} ortogonalna grupa
¢ SO,(R) = 0,(R) N SL,(R)

o U,(C)={A € GL,(C); A*A = I} unitarna grupa

e SU,(C) = U,(C) NSL,(C)

Trditev: Naj bo G topoloska grupa in a € G. Leva in desna translacija za a sta
homeomorfizma.

Dokaz:

Ocitno je bijekcija. Zveznost: L,(g ) ag Mnozenje \4 topoloskl grupi je zvezno.
Zveznost inverza: (L)™' = L1 Lo-1(Lo(g9)) = Le-1(ag) = a ag) = (ala)g =g

Trditev: Topoloska grupa G je homogen prostor. Za poljubna a,b € GG obstaja tak
homeomorfizem h : G — G, da velja h(a) = b.

Dokaz:
h= Ly h(a) = Ly-1(a) = (ba 1 )a =bla"ta) =0

Definicija 5: Naj bo X topoloski prostor in G topoloska grupa. Delovanje grupe G na X
je zvezna preslikava ¢ : G X X — X (a,z) — ax za katero velja: ez =2 V 2 € X e € G enota
in a(bx) = (ab)z ab € G.

Opomba: Za poljuben a € G je preslikava a : X — X x — ax homeomorfizem. Njen inverz
o1
je a™t.



e Ce je G topoloska grupa in H < G, potem H deluje na G' z mnozenjem (delovanjem)
H x G — G, kar je zozitev produkta na G.

e S!' C C deluje na C z mnozenjem kompleksnih stevil. S* x C — C (a, 2) — az

e NajboF e {R,C,H}. Najbo G = (F\ {0},-) topoloska grupa za mnozenje z evklidsko
topologijo. Potem G deluje na F" z mnozZenjem s skalarjem.
GxF"—=F" (A (x1,29,...,2,)) — (Ax1, Aza, ..., Azy)

Delovanje grupe G na X doloca ekvivalenéno relacijo: x ~ y natanko tedaj, ko obstaja g € G,
da je y = gx.

Definicija 6: Ekvivalencne razrede pri tej relaciji imenujemo orbite.
[z] = Gz ={gx; g€ G}.

Kvocientno mnozico X/, imenujemo prostor orbit in ozna¢imo X/g.

e Naj bo (R, +) topoloska grupa z evklidsko topologijo. (Z,+) < (R, +) je podgrupa in
deluje na R s sestevanjem. Z x R - R (n,z) — n+x

(0,2)=0+z=2 (n+mx)=Mn+m)+z=n+(m+2z)=(nm+z)=(n,(m,z))

To delovanje Z na R porodi ekvivalencno relacijo: x ~y < dneZ:y=n+r<y—xc €7
Na intervalu [0, 1] najdemo predstavnike vseh ekvivalenénih razredov. Na tem intervalu sta
ekvivalentni le 0 in 1. Ugibamo: R/z ~ S in is¢emo kvocientno preslikavo f : R — ST, ki
naredi iste identifikacije kot ~: f(x) = f(y) & y —x € Z. f(x) = €™ je surjektivna in
zvezna, a ni zaprta, saj ne slika iz kompaktnega prostora. Preverimo odprtost preslikave f na
bazi. Ce za bazo topoloskega prostora R vzamemo odprte intervale dolzine manj kot 1, f vsak
tak interval homeomorfno preslika na odprt krozni lok.

Opomba: Kvocientne projekcije so pri delovanju grup odprte.

Trditev: Naj bo G topoloska grupa, ki deluje na topoloskemu prostoru X. Potem je
kvocientna projekcija ¢ : X — X/ odprta preslikava.

Dokaz:

Naj bo V°% C X poljubna odprta mnozica. Dokazujemo ¢(V)°? C X/5. Po definiciji
kvocientne topologije bo to, ko bo ¢ '(qg(V))*? C X. ¢ '(q(V)) = {x € X ; q(x) €
qV)p ={z e X;IyeV qa) =qy} ={reX;yecViecCG:az=ygy} =
{9y ; y € Vg € G} = UgeG L,(V) Ker je L, homeomorfizem, slika odprte mnozice v
odprte mnozice, torej je L,(V)°% C X. Poljubna unija odprtih mnozic je odprta mnozica.
Ugea Lo(V)°" = ¢~ (q(V))*® C X torej je ¢(V)*® C X/c.



1.5 Projektivni prostori

Slabost evklidske ravninske geometrije je, da se dve razlicni premici bodisi sekata bodisi sta
vzporedni. V dokazih je vcasih potrebno loc¢iti dva primera, zato Zelimo geometrijo, v kateri
se vsi pari premic obnasajo enako. Vsaki poljubni dve premici se sekata v natanko eni tocki.
Dodamo tocke v oo tako, da za vsak snop vzporednih premic dodamo eno idealno tocko, v
kateri se vse te premice sekajo. Razliénim snopom vzporednih premic pripadajo razlicne tocke.
Tako dobimo projektivno ravnino RP?. RP? = R? U {premice v R? modulo vzporednost}
Zanima nas, ali so tocke v oo drugacéne od tock v R?, koliko je teh tock, ali sestavljajo kaksen
geometri¢ni objekt, kako je z razdaljo v RP? ali vsaj s topologijo.

Iz nasega opisa RP? to ni jasno.

Resitev: Vse tocke naredimo enakovredne. To naredimo tako, da R? vlozimo kot R?* x {1}
v R? in tocke v RP? enacimo s premicami skozi izhodisée v R3. Vsaka tocka A € R? = R? x {1}
dolo¢a natanko eno premico L skozi 0 € R3. L = {t- A ; t € R} Ocitno L ne lezi v z,y
ravnini. Obratno, poljubna premica L C R? skozi 0 dolo¢na natanko eno toc¢ko na R? x {1}, to
je LNR? x {1}. Na ta nacin smo dobili bijekcijo med totkami v R? in premicami v R? skozi 0.
Neskoné¢na tocka v RP? je snop vzporednih premic v R? x {1} in ta ustreza premici v R? x {0}
skozi 0, ki je vzporedna premicam v snopu.

Torej RP? = {premice v R? skozi 0} = {L ; L C R?® enodimenzionalen podprostor}

Ali je to dekompozicija R3? Ne, saj se vsi linearni podprostori sekajo v 0. Boljsa izbira
RP? = {L\ {0} ; L C R? enodimenzionalen podprostor}. To je dekompozicija za R?* \ {0}.
Pripadajoca ekvivalencna relacija je: z,y € R® x ~y & x =tyt e R\ {0} (lezita v istem
enodimenzionalnem podprostoru)

Ta ekvivalencna relacija je porojena z delovanjem grupe (R \ {0},:) na R®\ {0}. Torej
RP? ~ (R*\ {0})/r\f0} = R’ \ {0}) /ot 1em\ (0}, zema\ {0}

Na osnovi tega definiramo splosno.

Definicija 7:  Naj bo n € N. n-dimenzionalen projektivni prostor, opremljen s kvocientno
topologijo, nad R je kvocientni prostor:

RP" ~ ]Rn+1 \ {0}/R\{0}

Opomba: Enako konstrukcijo lahko naredimo za poljuben topoloski obseg F. Na primer
(C, evklidska topologija), (H, evklidska topologija), (kon¢en obseg, diskretna topologija) ali
p-adic¢ni obsegi.

(CPn ~ (Cn—H \ {0}/(3\{0}

Trditev:  Naj bo F € {R,C}. FP" je homogen prostor. V [z], [y] € FP™ obstaja
homeomorfizem h : FP" — FP"™ h([z]) = [y] Torej FP" izgleda enako v vseh tockah.

Dokaz:

Izberimo poljubni tocki [z], [y] € FP™ in njuna predstavnika z, y € F**1\ {0}. Iscemo preslikavo
iz T\ {0} vase, ki = preslika v y in inducira homeomorfizem na FP". Za dana x,y obstaja
A € GL,41(F), da je Az =y (sprememba baze). Pomembno je, da A slika premice v premice,
torej ekvivalencne razrede v ekvivalencne razrede in ne naredi identifikacij, ker je obrnljiva in



bijektivna.

Fn+1\{0} i Fn+1\{0}
h
ol N La
FP"  FP"

Naj bo h = ga0 A. h je kvocientna preslikava, ker je go kvocientna po definiciji in A kvocientna,
saj je homeomorfizem. ¢ in h = g2 o A naredita iste identifikacije, saj oba identificirata le
kolinearne tocke. Sledi, da je h homeomorfizem.

e Fe{R,C}

n=0: FP’~F"\ {0}/m0} = {a} tocka

n=1: FP! ~ F*\ {0}/r(0)

Ce F = R vsak ekvivalenéni razred seka S! v dveh tockah. Vsi ekvivalenéni razredi so
predstavljeni s tockami na S'. Vsak razred ima dva predstavnika {z, —z}. Ugibamo, da je
FP! ~ S'.

Ce F = C dobimo ploskev.

Vsi ekvivalenéni razredi v F"™! \ {0} imajo predstavnike na enotski sferi v tem prostoru, saj
vsaka premica seka sfero.

Definicija 8:
o S(F*)={z € F*; ||z|| = 1} - enotska sfera
o S(RF) = S5 C R
o S(Ck)= g%l CcCk=R*
S(F) je podgrupa v F\ {0}. S(R) = S° = {+1} S(C) = 5!

Trditev:  S(F) C F\ {0} je topologka podgrupa. Zozitev delovanja grupe F \ {0} na
F*\ {0} porodi delovanje grupe S(FF) na S(F*¥).

Dokaz:

F =R: S(R) = {+1}. MnoZenje s stevili iz {£1} slika sfero S*~! vase.

F = C: S(C) = S'. MnoZenje s §tevili iz S* slika sfero S?~1 vase.

Ce je z € C poljuben in t € S* = [t| = 1, kar predstavlja rotacijo. |tz| = |t||z| = 1|z| = ||

Ce je (z1,29,..., 1) € S 1 C CF = |oy |2+ |22 4 + 2> = 1.

Potem je (tzy,txg, ... txy) € S*71 saj je [txy|? + [txa]® + -+ + [tzp]? = |¢*|21|* + |¢)?|2a|* +
s [P = [P P+ P =1

Trditev: Kvocientna projekcija ¢ : F**1\ {0} — FP" je odprta.

Dokaz:
q je odprta, saj je kvocientna preslikava pri delovanju grupe.

Trditev:  FP" je homeomorfen S(F"*1)/sm) = S(F"™)/snite tes@), zes@n1)-
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Dokaz:

Sfera S(F™*1) C T\ {0} seka vsak ekvivalencni razred v FP", saj so ekvivalen¢ni razredi pre-
mice skozi 0 € F"™!, zato je dovolj gledati kvocient S(F"*!) po inducirani ekvivalené¢ni relaciji.
Z namenom, da bi ta ideja delovala, bi morali vedeti Se kaj o FP".

z
[

Ker ta preslikava identificira le kolinearne tocke, ne naredi ve¢ identifikacij kot ¢ : F**1\ {0} —
FP™. Pokazati zelimo, da je r kvocientna preslikava.

Lahko se dokaza lotimo z druge strani. Imejmo preslikavo r : F**1\ {0} — S(F"*!) =z —

Ocitno je r zvezna in surjektivna, saj tocke na S(F"*!) slika nazaj vase. Za dokaz odprtosti
in zveznosti opazimo, da je vseeno, ¢e je F bodisi R bodisi C. C"™'\ {0} = R*""2\ {0} —
S(C*1) = S(R?™*2). Dovolj je premisliti za splosno preslikavo r : R* \ {0} — S*71 ki je
projekcija na sfero. Naprej opazimo, da je R¥ \ {0} ~ S*! x (0,00) in h : R¥\ {0} —
SFx(0,00) @ = (55, Mlzl)

Preslikava r je kompozitum r : RF\ {0} — S*! x (0,00) — S*! =z +— (1> l|lz||) — T
Preslikava r = pry o h je odprta, saj je kompozitum dveh odprtih preslikav (homeomorfizma h
in projekcije na prvi faktor pry), torej je kvocientna preslikava.

Definirajmo preslikavo f = por : F**\ {0} — S(F"™) — S(E"*!) /s, ki je kvocientna
preslikava, saj sta p in r kvocientni preslikavi. Od prej imamo Se kvocientno projekcijo ¢ :
Fr+1\ {0} — FP™. Ce pokazemo, da f naredi iste identifikacije kot ¢, bo sledilo, da je induci-
rana preslikava f : FP" — S(F"™) /g homeomorfizem.

f(x) = fly) & pr(x)) = p(r(y)) & 33X € SF) : r(x) = Ar(y) & 3IA € SEF) : gy =

Mg & r =My & JueF\{0}: 2 =y & g(z) = q(y)

= FP" ~ S(F"*") /s
Torej je v posebnem primeru: RP" ~ S(R™™)/gw) = S"/g50 = 5™/ 4y - identificira antipodne
tocke in CP" & S(C"*!)/g(c) = S /1.
Opomba: RP" =~ S"/q0 CP" ~ S/

Trditev: RP” je homeomorfen B"/,.._, ycgn-1

Dokaz: A

Naj bo f: B" = St < 8" 5 RP" z— (x,1/1— |[2][2) in qp : B® — B"/p_y sesn—1. [ je
surjektivna, saj so na S™ ekvivalen¢ni razredi oblike {z, —z} in vsaj eden od teh dveh elementov
pripada S = {(z1,22,...,%p41) € R™ 5 |22 + |22 + - + |2y > = 1, 201 > 0}

f je kvocientna, saj je zvezna in zaprta in naredi iste identifikacije kot ¢g. f(z) = f(y) <
h(x) = £h(y) Ce je h(z) = h(y), je x = y, saj je ~ homeomorfizem. Ce je h(x) = —h(y), mora
biti (n+1)-koordinata v |h(z)| in h(y) enaka 0, torej je ||z|| = ||y||, zato sta z,y € S"~!. Za
take x,y je h(z) = (z,0) in h(y) = (y,0) in dobimo = = y. Zato obstaja inducirana preslikava
f:B"/ 4y zesn — RP", ki je homeomorfizem.

o RP?=~ B?/, _, ,es1, ampak RP? % 52
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Trditev: CP! ~ S? - Riemannova sfera

Dokaz:

CP! znamo predstaviti kot kvocient sfere S3. p: S3 — S3/g &~ CP! je kvocientna projekcija.
Is¢emo kvocientno preslikavo f : S® — S2, ki inducira homeomorfizem med S? in CP*.

Naj bo f : 8% = {(z,y) € C*; |z*+ [y)> = 1} — 5% = {(2,¢) € Cx R ; |2+ =
1} (z,y) — (2zy, |z]* — |y|?), ki slika v S?, in je zvezna po komponentah, surjektivna, zaprta,
saj slika iz kompaktnega prostora v podprostor prostora 7. Prverimo Se, da preslikava f naredi
iste identifikacije kot p.

1.6 Pomembnejsi primeri kvocientov

Definicija 9:  Naj bo (X, O) topoloski prostor. Stozec nad X je CX = X x [0, 1]/xxq13-
Suspenzija nad X je XX = X x [=1,1]/xx{-1},xx{1}-

Suspenzija £.X je unija dveh stozcev nad X vzdolz baze X = X x {0}.

Trditev:
1. CS" '~ B
2. »9n 1t G

Definicija 10:  Naj bosta (X, Ox) in (Y, Oy) topoloska prostora. Naj bo A C X in
f+A—Y zvezna preslikava. Zlepek X in Y vzdolz f je X Us Y = X + Y /0w f(a)aca

Torej X prilepimo na Y vzdolz preslikave f z domeno Dy = A. Pri tej kvocientni projekciji so
ekvivalen¢ni razredi oblike {z},x € X \ A;{y},y € Y\ f(A); {y} U [ (y),y € f(A).

e Najbo f: St — §"=! homeomorfizem. S"' C B". Konstruiramo lahko zlepek
B"U; B". Ce f =1d, je B" Uy B" = S".

Definicija 11:  Naj bo (X, O) topoloski prostor in n € N. Naj simetri¢na grupa S,, deluje
na n-kratni produkt X" = X x X x --- x X s permutacijami faktorjev. Ce je o € S, in

&= (x1,%2,...,2,) € X", potem je 0 - & = (Ts(1), To(2); - - - » To(n)). Kvocient X™ /g, imenujemo
simetri¢ni produkt prostora X.

Ti se pojavijo pri $tudiju konfiguracijskih prostorov. To so prostori n (neoznacenih) tock, ki se
gibljejo v X.
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2 Normalni prostori

2.1 Normalnost in zvezne funkcije

Za topologki prostor je pomembno vedeti, koliko je zveznih funkcij na prostoru. Konstante so
vedno zvezne funkcije in lahko se pripeti, da so edine zvezne funkcije na prostoru.

Ker je R metrizabilen in normalen prostor ter ustreza vsem separacijskim lastnostim, je veliko
zveznih funkcij na R. Ce X ni normalen, je lahko zelo malo funkcij na X, saj obstajajo regularni
prostori, na katerih so zvezne le konstantne funkcije. Ce je X normalen, je funkcij veliko in
loc¢ijo tocke.

Trditev: Naj bo X € T in A, B** C X neprazni, disjunktni podmnozici. Potem obstaja
zvezna funkcija ¢ : X — [0,1] ¢(A) =0 ¢(B)=1. (Urisonova lema)

Dokaz:
Ce je X metrizabilen in d njegova metrika, za ¢ lahko vzamemo () = %.

Ce X ni metrizabilen, si pomagamo S karakteriza_cijo Ty z okolicami: A*® C X in A C Voo C
X, potem obstaja W°¥» C X, daje AC W C W C V. Induktivno skonstruiramo zaporedje
odprtih mnozic Ve , kjer jen € Nina € {1,3,5,7,...}. Vi = X'\ B odprta okolica za A. Tedaj

obstaja Vi € X, da je A C Vy € Vo C Vi. Med Vp in V; vrinemo V1, saj obstaja VOdp C X,

daje V, C V1 C V1 C V4. Nato vrinemo Vi med Vj in V1 in VZ med V1 in V. In tako naprej.

Definiramo
0 x e A

o(x) = 1 ;v € B
inf{5z} ;7€ Ve

Trditev: X € T, natanko tedaj, ko obstaja zvezna funkcija ¢.

Dokaz:

Dokazujemo, da je X € Ty. Izberimo poljubni neprazni disjunktni mnozici A, B*** C X in
is¢emo disjunktni okolici za A, B. Po predpostavki obstaja zvezna funkcija ¢ : X — [0,1], da
je p(A) =0 ¢(B)=1. NajboV =¢*([0,35))°" C X in W = ¢~ !((5,1])*® C X. Ocitno
sta mnozici disjunktni in velja A C V ter B C W.
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2.2 Razsirjenje funkcij

Naj bo (X, Q) topoloski prostor. Zanima nas, pri kaksnih pogojih lahko poljubno zvezno
funkcijo definirano na podmnozici A topoloskega prostora X razsirimo do zvezne funkcije na
X. Imamo torej f : A — R in nas zanima, ¢e obstaja F' : X — R, da je F|4 = f oziroma

F(a) = f(a)Va € A.
Opomba: To ni vedno mogoce.
e X =R, A=(0,00), f(z)=a""

Ce je funkcija f definirana na mnozici A4, so s tem dolocene tudi njene vrednosti na A. Ceje
X 1-8teven, potem je x € A limita tock a, € A. Torej mora veljati F(z) = lim,,_, f(a,), zato
se je smiselno omejiti na A**? C X.

Izrek: Naj bo J C R interval, X normalen prostor, A*®? C X in f: A — J zvezna
funkcija. Potem obstaja zvezna razsiritev F' : X — J za f. (Tietzejev izrek)

Dokaz:

Ce je J kompakten, smemo privzeti J = [—1,1], saj je J homeomorfen intervalu [~1, 1]. Iskano
razsiritev F' bomo definirali kot vsoto vrste zveznih funkcij, ki bo na A enakomerno konvergirala
proti f. Za vsak n € NU{0} bomo definirali F,, : X — J z lastnostma: |F,(z)] < £(3)"Vz € X

in | f(a) ~ Yo Fila)] < (2)"Va € A.

Zaporedje (F,)22 konstruiramo tako, da vzamemo za n = 0 : Fy(z) = 0. |Fy(z)| < 5 in
|f(a)] <1, saj f(a) € [—1,1]. Naprej delamo z indukcijo na n — n + 1. Po predpostavki
ze imamo Fy, Fy,...,F,. Najbog: A — R g( ) = fla) = > p_y Fr(a). Vemo, da je
lg(a)] < 3)" = ) + 1) = 368, kjer je 6 = 3(3)"*!. Cilj je poiskati F,1q : X — J, da
bo [F i1 (2)] < %( (“ =o0Ve e X in |f(a) - "H Fi(a)] = [f(a) = 35— Fi(a) — Fuya(a)| =
3

lg(a) — Foy1(a)] < (3)"! = 26Va € A. Omtno moramo ¢(a) popraviti vsaj tam, kjer je
> 20.

l9(a)|

Naj bo BT = ¢g7([6,34]) in B~ = g '([-34, —d]). B* in B~ sta zaprti podmnozici v A, saj sta
prasliki zaprtih intervalov pri zvezni funkciji g. Ker je A*® C X, sta BY, B~ C X. Naj bo
¢ : X — [0, 1] taksna zvezna funkcija, da ¢|g+ = 1in ¢|g- = 0. Naj bo F,,11(z) = §(2¢(x)—1).
Foi1(x) je zvezna. Preveriti moramo Se dve lastnosti. Ker ¢(x) slika v [0, 1], 2p(z) — 1 slika v
[—1,1] in F,,41(2) slika v [=0, ]. Drugo lastnost preverimo na B*, B~ in A\(BTUB™). Izberimo
poljuben a € BT. Sledi g(a) € [0,36] in F,,11(a) = 6. Torej g(a) — F,41(a) € [0,20]. Izberimo
poljuben a € B~. Sledi g(a) € [—30,—0] in F,11(a) = —§. Torej g(a) — F,i1(a) € [—20,0].
Izberimo Se poljuben a € A\ (BT U B™). Sledi g(a) € [-0,d] in F,41(a) € [—9,0]. Torej
g(a) — Foy1(a) € [—20,20]. Definirajmo F(z) = > ", F,(z). Ta vrsta konvergira enakomerno,
sai Jo |F(2)] = |32 Fu(o)] < |Fo(e)| + S0, (Fo(@)] < 04+ 352, 3(3)" = 124 = 1. Tore
|F(z)] <1in zato F' : X — J = [—1,1]. Velja tudi F(a) = f(a)Va € A.

(3
)n

3
2
2
3

Ce J ni kompakten, smemo privzeti, da je zaprtje J = [—1,1]. Ne tem intervalu po pravkar
dokazanem lahko f : A — J razsirimo do zvezne funkcije G : X — J. Naj bo B =G (J\ J).
Ce je B = ), potem G slika v J in je G iskana razsiritev. Ce je B # ), potem BN A = 0,
saj je Gla = f : A — J. Torej sta A, B*® C X neprazni, disjunktni podmnozici, zato ob-
staja urisonova funkcija ¢ : X — [0,1], da je |4 = 1 in ¢|p = 0. Vzemimo F' = @G, tore]
F(z) = ¢(x)G(z). Zaa € Aje F(a) = ¢(a)G(a) = 1G(a) = G(a) = f(a) € J in F slika v J,
saj se tocke, ki se z G ne preslikajo v J, z F preslikajo v {0}.
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2.3 Normalnost in kvocienti

Normalnost se ohranja pri nekaterih zlepkih.

Izrek: Ce sta (X, Ox) in (Y, Oy) normalna topoloska prostora, A*® C X in f: A —Y
zvezna preslikava, potem je zlepek X Uy Y normalen topoloski prostor.

Dokaz:

Oznac¢imo s ¢ : X +Y — X U; Y kvocientno projekcijo. Netrivialni ¢lani dekompozicije so
{y} U f~Yy),y € f(A). Preverimo najprej T;. Kvocient je T} natanko tedaj, ko so vsi ekvi-
valencni razredi v X + Y zaprti. Ker sta XY € T}, so trivialni razredi zaprti. Netrivialen
razred {y} U f~1(y) C X +Y,y € f(A) CY je zaprt, saj je {y}**? C Y ter zaradi zveznosti
preslikave f f~1(y)*® C A ter s predpostavko A% C X f~1(y)*® C X. Za dokaz T} si bomo
pomagali z urisonovo lemo. Izberimo zaprti disjunktni neprazni mnozici B, C** C X U; Y.

Oznacimo: Bx = ¢/ (B)NX Cx =q¢'(C)NX By =q¢'B)NY Cy=q¢g'C)NY.
X in Y sta normalna, torej obstajata urisonovi funkciji za Bx in Cx ter By in Cy. Pri X U;Y
se del prostora X in Y zlepi in tam morata imeti funkciji isti vrednosti, da lahko dolocata
funkcijo na zlepku. Zacnemo na Y in razsirimo funkcijo na X. Za By,Cy"” C Y obstaja
urisonova funkcija vy : Y — [0,1] ¢yl =0 o¢y|c, = 1.

Definirajmo funkcijo ¢ : Bx UCx U A — [0,1].

0 ;.CEEBX
U(x) = 1 ;o€ Cx
py(f(z)) szeA

Y je zvezna, saj so vsi trije predpisi zvezni in definirani na zaprtih podmnozicah ter se na
presekih ujemajo. Ce je + € AN By, potem je v zlepku f(z) € Y in f(z) € B C X Uy Y,
torej f(x) € By. Tedaj je py(f(z)) = 0, kar se tudi ujema s predpisom |5, = 0. Podobno za
r € AN Cy. Po Tietzejevem izreku obstaja zvezna razsiritev ¢y : X — [0,1] za . Funkciji
¢x in py skupaj dolocata funkcijo ¢ na X Uy Y, ki je iskana urisonova funkcija.

X + Y @Xi}‘PY [07 1]
T

L7
XUpY

¢x + @y inducira preslikavo ¢ natanko tedaj, ko ekvivalentne tocke preslika v isto vrednost.
Poglejmo netrivialne razrede oblike {y} U f~'(y). Pri nekem y € f(A) je za poljuben z €
I Hy) CACX px(z) =v(x) = py(f(z)) = ¢y(y). Sledi, da je ¢ zvezna funkcija. Ocitno
¢lp=0in p|c = 1.

o RP"=B"/,_, cesn-1 RP" je zlepek B™ in RP"™ 1 RP" !~ §"1/g

RP"™ ! je kvocient S™~ !, kjer identificiramo pare antipodnih tock. Naj bo ¢ : S~ — RpPn—!
kvocientna projekcija. Torej ¢ identificira pare antipodnih tock.

RP"™ dobimo iz B™ tako, da identificiramo pare antipodnih tock v robni (n — 1)-sferi S*~!. To

lahko naredimo tako, da B™ prilepimo na RP"! vzdolz S~ C B" s kvocientno projekcijo
q:S"t — RP" ! Torej je RP" ~ B" U, RP"1.
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Trditev: Vsi RP™ so normalni topoloski prostori.

Dokaz:
RP! ~ S! je normalen prostor. B" je normalen prostor. Zlepek normalnih prostorov pri zvezni
preslikavi definirani na zaprti podmnozici je normalen.

3 Ekstenzorji in retrakti

Motivacija za to pride iz Tietzejevega izreka.

Naj bosta (X,Ox) in (Y, Oy) topoloska prostora. Zanima nas, pri kaksnih pogojih lahko
poljubno zvezno preslikavo definirano na podmnozici A topoloskega prostora X razsirimo do
zvezne preslikave na X. Imamo torej f : A — Y in nas zanima, Ce obstaja F': X — Y.

Smiselno se je omejiti na A**? C X.

Definicija 12:  Topoloski prostor (Y, Oy ) je absolutni ekstenzor za razred topoloskih
prostorov R, ¢e za vsak X € R, vsako A**? C X in f: A — Y zvezno preslikavo, obstaja
zvezna razsiritev F': X — Y za f, daje F|4 = f. Pritem je Y € AE(R).

Ce je N razred normalnih prostorov, J C R interval, potem je J € AE(N).

Trditev: CejeY € AE(R) in Y = Y’, potem je Y’ € AE(R). Ce je
{Ya; Ae A} CAE(R) , potem je [[ ., Yr € AE(R).

Trditev: 121", I, B, R",R" € AE(N)

Dokaz:
I € AEWN) = B"=~ "

Definicija 13: Naj bo A C X. Rec¢emo, da je zvezna preslikava r : X — A retrakcija, ¢e je
r|a = ida. Ce obstaja kaksna retrakcija iz X na A, reCemo, da je A retrakt topoloskega
prostora X.

e Naj bo (X, O) poljuben topoloski prostor in A = {a} C X. A je retrakt. Preslikava
r: X — A x ajeoCitno zvezna in velja r(a) = a, torej je retrakcija.

o S"!CRF\ {0} je retrakt prostora R*\ {0}. Preslikava r : R*\ {0} — S*1 = — 2 je
zvezna in za x € S*7! velja ||z|| = 1, torej r(z) = z, torej je retrakcija.

° S_’i = {(z1,79,...,7541) € S* CR*: 21 > 0} je retrakt S*. Preslikava r : S* — S_’i je
retrakcija. r(z) = { (21,72, 93 —ze) :z g g‘;*

o Alije S*¥ ! retrakt R*? Zdi se, da ni.

e Poisci vse retrakcije iz [0, 1] na {0,1}. Denimo, da obstaja retrakcija r : [0, 1] — {0,1}.

Ker je interval [0, 1] povezan in je preslikava r zvezna, je slika povezana, torej vsebovana v {0}
ali {1}, kar pa je protislovje z obstojem retrakcije.
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Trditev:
1. Ceje X (s potmi) povezan, potem je vsak njegov retrakt (s potmi) povezan.
2. Ce je X kompakten topoloski prostor, potem je vsak njegov retrakt kompakten.

3. Ce je X € Ty in je A retrakt topoloskega prostora X, potem je A*® C X

Dokaz:

A je inciden¢na mnozica za zvezni preslikavi id : X — X in retrakcijor : X — A — X.
Preslikavi r in id se ujemata natanko v tockah iz A. A je inciden¢na mnozica v prostoru 75 in
je zato zaprta.

Trditev: Ceje Y € AE(R) in je B retrakt Y, potem je B € AE(R).

Dokaz:
Dokazujemo, da je B absolutni ekstenzor za razred topoloskih prostorov R.Izberemo poljuben
X € R, A** C X in zvezno preslikavo f : A — B. Poiskati moramo zvezno razsiritev

F:X —>Buzaf g: A% CX L B4 Y Ker je Y € AE(R), obstaja zvezna razsiritev
G:X —Yzag,daveljaG|s =g =r1iof. Ker je Bretrakt Y, obstaja retrakcijar : Y — B, ki
je zvezna, in velja r|p = idg. Vzamemo F = r o G, ki je zvezna preslikava, saj je kompozitum

dveh zveznih preslikav. Za a € A velja F(a) = r(G(a)) = r(g(a)) = r(f(a)) = f(a).
o "Y€ AE(N), saj je B> =~ I? € AE(N) in "Y”je retrakt B2
Definicija 14: Y je absolutni retrakt za razred topoloskih prostorov R, ce velja:
1.YeER
2. Za vsak X € R in vsako zaprto vlozitev ¢ : Y — X je ¢(Y) retrakt prostora X
Tedaj je Y € AR(R).
Trditev: R UAE(R) C AR(R)

Dokaz:

Izberimo poljuben Y € RUAE(R). Dokazujemo, da je Y € AR(R). Izberimo poljuben X € R
in poljubno zaprto vlozitev ¢ : Y — X. Oznac¢imo B = p(Y)** C X. Ker je Y absolutni
ekstenzor za razred topoloskih prostorov R in B ~ Y je B € AE(R). Tedaj obstaja zvezna
preslikava r : X — B kot razsiritev za id, da velja r|p = idg. r je iskana retrakcija iz X na

o(Y). BB» C X 4 B
e Naj bo J C R poljuben interval, potem je J € N'UAE(N C AR(N). Ce ga vlozimo kot

zaprto podmnozico v nek normalen prostor, potem je slika te vlozitve retrakt.
J=[0,00) = R2=C t s e+ ©(J) C R? je zaprta.

17



